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Povzetek

Ko sestavimo raziskavo in v njej merimo 2 statisticni spremenljivki, med katerima iS¢emo
linearno odvisnost, lahko meritve predstavimo z razsevnim diagramom in regresijsko premico.
Standardna metoda za dolocitev regresijske premice je metoda najmanjsih kvadratov. Iznasel
sem novo metodo za dolocitev regresijske premice, metodo najmanjSe vsote ploscin
pravokotnih trikotnikov, ki imajo hipotenuzo na regresijski premici, ogliS¢e nasproti
hipotenuze, v tocki razsevnega diagrama in kateti, vzporedni z osema koordinatnega sistema.
Ta regresijska premica je drugacna od tiste, ki jo dobimo po standardni metodi t. j. metodi
najmanjsih kvadratov.

V tej raziskovalni nalogi bom izpeljal metodo najmanjsih kvadratov in nato po analognem
postopku tudi metodo najmanjse vsote ploscin pravokotnih trikotnikov. Nato bom primerjal
obe enacbi regresijskih premic na podlagi prakti¢nih primerov in pojasnil prednosti in

pomanijkljivosti obeh metod.

Stevilo znakov (s presledki): 935

Kljucne besede: regresijska premica, metoda najmanjsih kvadratov, metoda najmanjse

vsote ploscin pravokotnih trikotnikov
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1. UVOD

Med poukom matematike v programu mednarodne mature smo med obravnavanjem
statistike kot ene izmed vej matematike spoznali tudi standardni kriterij za dolocitev
regresijske premice, t. j. metoda najmanjsih kvadratov. Ko nas je profesor med uro pozval, naj
sami dodamo ideje, kako mislimo, da je regresijska premica definirana, me je oSinila preprosta,
avendar zanimiva ideja: lahko bi skusali minimalizirat sesStevek ploscin pravokotnih trikotnikov
na regresijsko premico, ki imajo hipotenuzo na regresijski premici, ogliS¢e nasproti
hipotenuze, v tocki razsevnega diagrama in kateti, vzporedni z osema koordinatnega sistema.
Profesorju in mentorju se je ideja zdela precej neznana, a vendar sem mu s pomocjo skice
uspel razloziti nacin lastne metode. Za to idejo ni Se nikoli sliSal, a se je strinjal, da bi metoda
lahko delovala, vendar da bi bili rezultati drugacni kot pri metodi najmanjsih kvadratov.
Izpeljava moje ideje, torej metode najmanjSe vsote ploscin pravokotnih trikotnikov na
regresijsko premico se mi je zdela odlicna za raziskovalno nalogo, kjer bi lahko dobljene
rezultate primerjal s standardno metodo najmanjsih kvadratov.

Ko sem doma brskal po spletu, da bi nasel kakrsnekoli podatke o moji metodi, nisem nasel
ni¢esar. To me je zelo presenetilo, saj je statisticna obdelava podatkov in iskanje regresijske
premice zelo pomembna pri vecini naravoslovnih predmetov, kot so biologija, kemija in fizika,
saj nam omogoca nadaljnjo raunanje in interpretacijo podatkov. Zacel sem se sprasevati,
zakaj sem nasel tako malo metod za dolocitev regresijske premice? Kako vemo, katera metoda
je najbolj efektivna?

V tej raziskovalni nalogi bom raziskal, kako se izpelje standardna enacba regresijske premice,
t. j. po metodi najmanjsih kvadratov. Nato bom po analognem postopku izpeljal enacbo po
lastni, t. j. po metodi najmanjse vsote ploscin pravokotnih trikotnikov. Na koncu bom primerjal
med obema enacbama, tako teoreti¢no kot na prakti¢nih primerih z uporabo racunalniskega

programa za obdelavo podatkov, imenovanega Logger Pro.



2. METODA NAJMANJSIH KVADRATOV

Standardna metoda za doloditev regresijske premice, imenovana metoda najmanjsih
kvadratov, se uporablja v vecini programov informacijske tehnologije za obdelavo podatkov in
velja kot standardna metoda za dolocitev regresijske premice med podatki. Ideja te metode
je minimalizirati vertikalne razdalje od tocke do regresijske premice. Vse razdalje so
kvadrirane, saj predznacene razdalje med premico in tockami, ki se nahajajo pod premico,

dajejo negativne vrednosti (glej Sliko 1). S kvadriranjem vseh razdalj se znebimo negativnih

vrednosti.
Y y=mx+b
(0,b)
/7
X

Slika 1: Metoda najmanjsih kvadratov. Pomnimo, da je vrednost predznacenih razdalj med regresijsko
premico in tocko pod regresijsko premico negativna in Ce se to¢ka nahaja nad regresijsko premico, potem
je pozitivna. Vir: avtor



2.1. Izpeljava metode najmanjsih kvadratov
Izpeljavo metode najmanjsih kvadratov sem povzel iz spletne ucilnice z razlagami o razli¢nih
matematicnih problemih in definicijah (Khan, 2019).

Prevedimo, kar smo opisali z besedami, v matematicni jezik. Enacba regresijske premice je

y=mx+5>b.

Imamo tocke (x1,y1),(x2,¥2), .. , (X, ¥,) in Zelimo minimalizirati vsoto kvadratov
navpi¢nih razdalj od vsake to¢ke do regresijske premice. Vrednosti razdalj vidimo na Sliki 1. Ce

je na grafu n tock, je

SDiine = (1 — (mxy + b))? + (v, — (mxz + b)) + -+ + (. — (Mxy, + b))? [1]

vsota kvadratov navpicnih razdalj od tock do regresijske premice. Ker poznamo koordinate
vsake tocke, Zelimo najti vrednosti m (koeficient regresijske premice) in b (zacetna vrednost
regresijske premice), ki minimalizirata vsoto kvadratov razdalj na regresijsko premico (SD;iye)-
Da se dokopamo do rezultata (da bomo dolodili m in b) , ki ga bomo obravnavali z odvodi,

moramo algebrai¢no manipulirati z izrazom. Najprej lahko odpravimo oklepaje

SDjine = ¥ — 2y1(mx; + b) + (mx; + b)?
+ y2 — 2y,(mx, + b) + (mx, + b)?

+ y2 — 2y, (mx,, + b) + (mx,, + b)?

=yZ — 2y,mx; — 2y,b + m?x? + 2mx,b + b?

+ yZ — 2y,mx, — 2y,b + m?x% + 2mx,b + b?

+ y2 = 2y, mx, — 2y,b + m?x% + 2mx,b + b*.



Iz razSirjenega izraza lahko sestejemo podobne dele enacbe in izpostavimo njihov skupen

faktor

SDiine = (W +y5 + -+ y5) = 2m(xyy; + x5 + -+ X0 yn) —2b(yy + vy + -+ y3)
+m2(xf + x5 + -+ x3) + 2mb(x; + x5 + -+ + x,) + nb?.

V nadaljevanju lahko poenostavimo naslednje dele enacbe tako, da uvedemo oznako za

povprecje (¢rta nad spremenljivko).

E+yi+-+yD)
n

=y? => yi+yi+-+yi=ny?

X1y1 + Xy, + -+ x — >
(1)1 2}’2n nYn) =Xy => 91+ XYy + o+ X,V = nXY

1+ Y2+ +y2)
n

=y => ynty;tty,=ny

(O + x5+ +x)  —

" x2  => xZ4+xZ+-+x2=nx?
X +x,+-+x _ _
G Zn n)=x = Xy +x, + 0+ Xy, =X
Nova enacba je sedaj
SDjine = n? — 2mnxy — 2bny + m?nx? + 2mbnx + nb?. [2]
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2.2. Parcialni odvod

Iz poenostavljene enacbe Zelimo minimalizirati vrednost vsote kvadriranih navpi¢nih razdalj
med toc¢kami in premico. Predpostavimo, da poznamo povprecni vrednosti od vseh x-ov in y-
ov, vse kar moremo najti, je vrednosti m in b, ki bosta minimalizirali vsoto vseh kvadriranih
razdalj. Da ju dobimo, moremo vpeljati uporabo parcialnih odvodov v prej izpeljano enacbo
[2].

Parcialni odvodi delujejo na enak nacin kot obic¢ajni odvodi, ampak odvajajo funkcijo samo po
dolocni spremenljivki, ostale spremenljivke pa delujejo kot konstante (Wikipedia, 2019). Najti
je potrebno parcialni odvod SD;;;,. v odvisnosti od m in parcialni odvod SD;;;,. v odvisnosti od
b. Oba odvoda moramo enaciti z ni¢ (Zelimo najti stacionarno tocko teh dveh odvodov oz.

minimum po spremenljivki m in minimum po spremenljivki b).

OS:TZne —0 A asggne —0
Dobimo
4 2 - = 2.2 eV 2) —
%(ny — 2mnxy — 2bny + m“nx? + 2mbnx + nb ) =
—2nxy + 2mnx? + 2bnx
in

9, — _
3 (ny2 — 2mnxy — 2bny + m?nx? + 2mbnx + nbz) =

—2ny + 2mnx + 2nb .

Ker Zelimo za oba izraza najti stacionarno tocko, ju ena¢imo z 0 in dobimo dve loceni enacbi
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—2nxy + 2mnx? + 2bnx = 0,
—2ny +2mnx + 2nb = 0.
Obe enacbi lahko delimo z 2n
—Xy + mx2 +bx =0,
-y+mx+b=0.
S preureditvijo ¢lenov dobimo
mx? + bX = Xy,
mx+b=y.

Kot zanimivost naj poudarim, da tocko A (x,y) najdemo na dobljeni regresijski premici (glej

_2 _
2. enacbo). Prav tako, ¢e prvo enacbo delimo z x, dobimo Se eno tocko B (% ,%), ki jo prav

tako lahko najdemo na dobljeni regresijski premici. Pridobljeni enacbi lahko reSimo zam in b

z uporabo sistema enacb.

Enacbi odstejemo in dobimo
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Xy _ -
x 7
m = = ,
x2  _
—_— — X
X
torej
Xy—yx
m= — >
x%—x

To je enacba za izracun koeficienta nase regresijske premice. Lahko ga izrazimo v obliki s

standardno deviacijo o in korelacijskim koeficientom r, ¢e vemo da

im0 —¥)? — =2
f_ ye=JY,

(Wazir, 2012, str. 293, 313)
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Dobimo torej

o
m=r -2,
Ux

V tej obliki smo formulo za koeficient m izrazili s korelacijskim koeficientom med obema
spremenljivkama, s standardno deviacijo po spremenljivki x in standardno deviacijo po
spremenljivki y. Prav tako lahko vpeljemo m v drugo enacbo iz sistema enacb in z uporabo

korelacijskega koeficienta in standardnega odklona dobimo enacbo za b:

D |‘<Q

3. METODA NAJMANJSE VSOTE PLOSCIN PRAVOKOTNIH
TRIKOTNIKOV

Moj kriterij za dolocitev regresijske premice temelji na najmanjsi vsoti plosc¢in pravokotnih
trikotnikov. Enacbo za pridobitev regresijske premice po moji metodi sem izpeljal po
analognem nacinu kot pri metodi najmanjsih kvadratov.

Iz vsake tocke v koordinatnem sistemu lahko nariSemo dve daljici, ki se stikata v tej tocki,
drugo oglis¢e pa imata na regresijski premici. Ena od teh daljic je horizontalna, vzporedna z x-
0sjo, druga pa vertikalna, vzporedna z y-osjo. Tako dobimo pravokotni trikotnik, v katerem sta
obe kateti daljici, ki povezujeta tocko z regresijsko premico, hipotenuza pa je del regresijske
premice. Nato lahko iz obeh katet izraCcunamo plos¢ino A pravokotnega trikotnika, kot je

prikazano na Sliki 2.
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y=mx+b

. > Yo~ (mxo +b)

Slika 2: Ploscino pravokotnega trikotnika (A) lahko dobimo, ¢e pomnoZimo dolZini daljic, ki sta med seboj
pravokotni, ena je vzporedna z x-osjo, druga pa z y-osjo koordinatnega sistema. Obe daljici imata skupno
to¢ko (xq , Vo) in se dotikata regresijske premice. Plos&ina dobljenega pravokotnega trikotnika je seveda
vedno pozitivna, ne glede na to, ali se tocka nahaja pod ali nad regresijsko premico. Vir: avtor

Plosc¢ino pravokotnega trikotnika lahko izrazimo kot

(yo — (mxy + b))% (3’01; b_ x0>
> .

Taizraz je zmeraj pozitiven, ne glede na to, ali se tocka nahaja pod ali nad regresijsko premico.
Ce se to¢ka nahaja pod regresijsko premico, sta oba faktorja negativna (glej Sliko 2), ¢e se
tocka nahaja nad premico, pa sta oba faktorja pozitivna. Po enacbi za racunanje ploscine
pravokotnega trikotnika se obe kateti zmnozita in delita z 2 in ¢e sta oba faktorja negativna,
je rezultat pozitiven. Pri trikotniku, kateremu tocka se nahaja nad regresijsko premico, bo
rezultat za plosc¢ino prav tako pozitiven saj bosta oba faktorja pozitivna.

Ideja moje metode je, da minimaliziramo vsoto ploscin vseh pravokotnih trikotnikov, ki jih
pridobimo iz to¢k na razsevnem grafikonu. Ce se pravokotni trikotniki prekrivajo, izracunamo

ploscéino vsakega trikotnika posebej (trikotniki so neodvisni drug od drugega).

15



Slika 3: Pravokotni trikotniki in dolZine njihovih katet. Vir: avtor

3.1. lIzpeljava metode najmanjse vsote plos¢in pravokotnih trikotnikov

Zelomo minimalizirati vsoto ploscin vseh pravokotnih trikotnikov na regresijsko premico

AT = (y1 — (mx; + b)) x ()’11; b_ x1> (y, — (mx, + b))% (yzm—_b — x2>

2 2

(yn — (mx,, + b)) (y n b_ xn)
2 .

+

Ce izraz razpi$emo, dobimo
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)’12 —y1b

—v. b + b?
— m+le+x1b

—x1y1 — (x1y1 — x1b) + x12
2

AT =

2 _ 2

<yz—yzb — XY, — (XY, — x,b) + x,%m + ZY2b + b7 + x,b

+ m m
2

2 _ 2
<w — Xy Vn — (X, Yy — x,b) + x,2m + # + x,b
+

2

Iz razSirjenega izraza lahko sorodne ¢lene seStejemo med sabo, tako kot smo to naredili pri

izpeljavi metod najmanjsih kvadratov. Tako dobimo skrajSano obliko enacbe s povprecnimi

vrednostmi

ny2 nyb N nb?  __ N nx?m
2m m 2m ey

+ nxb .

AT =

Zdaj lahko izraz parcialno odvajamo in odvod enacimo z ni¢, da izracunamo vrednosti m in b,

ki minimalizirata AT
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OAT AT _

=0A——=0.
om db
Dobimo
d (ny? n?b_l_nb2 _+npm+ =) =
om\ 2m m 2m nxy 2 nxn )=
ny? nyb nb® nx?
2m?  m?2 2m?2 2
in

Obe enacbi enacimo z ni¢, da minimalno vrednosti AT. Z vsakim izrazom lahko manipuliramo
individualno.

1. Enacbo

ny? nyb nb? +nﬁ
2m?  m? 2m? 2

=0
pomnozimo z 2m?, da se znebimo ulomkov. Prav tako jo lahko delimo z n:

~y2+2yb —b* +x?2m? =0,

18



2. Enacbo

pomnozimo z m in delimo z n:
—-y+b+xm=0.

Tudi na tej regresijski premici se pojavi to¢ka A (x,y). Zdaj, ko imamo dve enacbi za dve
neznanki, ju lahko resimo z uporabo re$evanja sistema enacb. Ce iz 2. enac¢be izrazimo b in ga

vstavimo v 1. enacbo, dobimo

—y? + 2yb — b? + x?m? = 0
~y+b+Xm=0-b=y—Xm

—y? + 257 — Fm) — (5 — ¥m)? + x2m’ = 0
—y?+2y" =2y x¥m— (¥ - 2y Xm + X m?) + x?m? = 0
—y2 42y —25FEm -y +2FEm—X mE+xPm? =0

—y2 45 —F'm? +xm* =0

) —2 - —2
x2m? —x'm?=y2 -y

19



Kot smo videli na str. 11, lahko m izrazimo s standardnima deviacijama

m= t

Iy
O-x

Ce dobljen m vstavimo v 2. enacbo, lahko re$imo za b

[y

I

<

|

x|
/N

H
2 D
SN——

4. ANALIZA OBEH REGRESIJSKIH PREMIC

Zdaj, ko smo izpeljali obe enacbi, se lahko vprasamo, kateri od kriterijev za dolocitev
regresijske premice je boljsi, bolj natancen. Metoda, ki bi nam zagotavljala in nam dokazovala,
katera enacba je boljsa, ne obstaja, saj sta obe enacbi pravilni po njunem kriteriju. Kljub temu

lahko obe metodi primerjamo teoreticno in prakti¢no.

V obeh primerih pri racunanju smernega koeficienta m dobimo ulomek standardnih deviacij

yinx:
o
Myg = T'_y
O-x
in
o
_ y
Myppr = £ —.
O-.X'

To nam pove, da je razprSenost med vsemi y-ni in x-i zelo pomembna za doloCitev obeh
regresijskih premic. Kljub temu opazimo razliko v obeh enacbah. Pri izracunu koeficienta
regresijske premice m po metodi najmanjsih kvadratov lahko zasledimo korelacijski koeficient
r v enacbi. Ce se korelacijski koeficient pribliza vrednosti 1 ali —1 (to pomeni da je korelacija

tock na premici zelo mocna-tocke od regresijske premice odstopajo zelo malo), bi moral
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koeficient regresijske premice biti podoben tistemu, ki bi ga zracunali po moji metodi (ki ne
vsebuje korelacijskega koeficienta r med tockami). Prednost uporabe korelacijskega
koeficienta r v enacbi je prav tako dolocitev predznaka koeficienta regresijske premice. Ce bo
r negativen, bo naklon premice negativen. Ce bo pozitiven, bo naklon premice pozitiven. Ce
se bo korelacijski koeficient r blizal vrednosti ni¢, bo absolutna vrednost koeficienta
regresijske premice m vedno manjsa in to bo vodilo v vedno bolj »poloZzno« regresijsko
premico na grafu.

Prednost moje regresijske premice je, da korelacijski koeficient r ni potreben. Prav tako ni
nobenega drugega ¢lena, ki bi vplival na vrednost koeficienta m regresijske premice (m je
dolocen samo kot koeficient standardne deviacije y in standardne deviacije x). Torej, ¢e bodo
podatki v Sibki korelaciji na grafu, se koeficient m regresijske premice po moji metodi ne bo
zmanjsal. Slabost moje enacbe je, da ni razviden predznak koeficienta m regresijske premice.
Tukaj ne ostane drugega, kot kvalitativno opazovanje grafa ali poracunanje korelacijskega
koeficienta r, iz katerega bi razbrali predznak smernega koeficienta. Za kvalitativno
opazovanje bi lahko pomagala skica regresijske premice, po kateri bi ocenili pozitiven ali
negativni naklon (predznak). Problem se pojavi pri zelo Sibkih korelacijah oz. ko je r enak nic,
saj takrat tezko ocenimo lego regresijske premice med tockami. Prav tako je pomembno

omeniti tocko A (x,y), ki se nahaja na obeh regresijskih premicah.

Pri nadaljnji analizi sem se odlocil obe regresijski premici testirat na prakti¢nih primerih in jih

primerjati med seboj. Za prakti¢no analizo sem uporabil racunalniski program Logger Pro.

5. PRAKTICNI PRIMERI

Program Logger Pro je namenjen statistichemu analiziranju podatkov, ki jih dobimo pri
merjenju razli¢nih stvari v vsakdanjem zZivljenju (tlak, temperatura, absorpcija itd.), s pomocjo
merilnikov, katere priklju¢imo na racunalnik. Program se pogosto uporablja pri naravoslovnih
predmetih, kot so biologija, fizika in kemija. Za svojo raziskovalno nalogo se mi je program zdel
odlicna zamisel za analiziranje podatkov z obema regresijskima premicama. V nadaljevanju

bom predstavil izbiro podatkov, izracun enacbe obeh regresijskih premic in njuno obnasanje
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v odvisnosti od razli¢nih podatkov ter vpeljal tudi normalizacijo svojih podatkov ter analiziral

vpliv normalizacije podatkov na mojo regresijsko premico.

5.1. lzbira podatkov (tock) za izracun regresijskih premic
Na zacetku sem naklju¢no izbral 15 tock ter jih manipuliral, da sem dobil Zeljen korelacijski
koeficient. Po prvem izracunu se to¢ke med seboj niso mocno razlikovale, interval neodvisne
spremenljivke se je gibal med 1,7 in 6, interval odvisne spremenljivke pa med 3 in 8. Izracunal
sem korelacijski koeficient r = 0,962. Tocke sem zapisal v tabelo in narisal na razsevni
diagram. Za poimenovanje osi na grafu sem si preprosto izbral x za os z neodvisnimi

spremenljivkami in y os za odvisne spremenljivke.

[ J r.0.96_positive_15data.cmbl
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Slika 4: Razsevni diagram v programu Logger Pro. Vir: avtor

Ko sem Zelel spreminjati naklon regresijskih premic, sem manipuliral s osnovnimi (prvotnimi)
podatki. Prav tako sem spreminjal podatke, da sem dobil razli¢ne korelacijske koeficiente med

njimi.
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5.2.  Vizualni prikaz razlik med regresijskima premicama

V vsakem grafu sem regresijsko premico po metodi najmanjsih kvadratov pobarval ¢rno. Prav
tako jo je racunalnik izracunal sam. Podatke o koeficientu (m) in zacetni vrednosti (b) so vidni
v ¢rnem kvadratu s podatki. Regresijsko premico po metodi najmanjSe vsote ploscin
pravokotnih trikotnikov sem vedno pobarval z oranzno barvo. Podatki o njenem koeficientu
(m) in zacetni vrednosti (b) so vidni v oranZznem kvadratku. Izracunati sem jih moral sam.

Rdece pike na grafu predstavljajo tocke.

g
Linear Fit for: Data Set | Y

y = mx+b

m (Slope): 1.30731

b (Y-Intercept): 0.00354575
Correlation: 0.962155
RMSE: 0.476259

I v T v T y I
1 3 5 7
X

Slika 5: Regresijski premici, ko je med spremenljivkama r = 0,962. Vir: avtor

Iz Slike 5 je korelacijski koeficient med podatki relativno visok (r = 0,962). Ker se pri

regresijski premici po metodi najmanjsih kvadratov koeficient premice izrauna po enacbi

m=r ?, je premica le malenkost bolj poloZzna oz. je njen koeficient manjsi kot pri moji
X

regresijski premici, ki je definirana po metodi najmanjsih vsot plosc¢in pravokotnih trikotnikov,

kjer koeficient izraCunamo po enachi m = iﬂ. Ravno zaradi visokega korelacijskega

Ox
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koeficienta, sta koeficienta obeh premic zelo podobna. Zelo pomembna na razsevnem

diagramu je tocka A (x,y), v kateri se regresijski premici sekata.

Ker sem Zelel dobiti vedja odstopanja med obema premicama, sem manipuliral s podatki tako,

da sem dobil absolutno manjsi korelacijski koeficient.

Manu t for: Data S
8- 36
0 (Y-Intercept) 540
He }
Linear Fit for: Data Set | Y
] y =mx+b

m (Slope): 1.217

b (Y-Intercept): -0.2977
Correlation: 0.7923
RMSE: 1.205

T T T v T
2 a4 6
X

Slika 6: Regresijski premici, ko je med spremenljivkama r = 0,792. Vir: avtor

Kot je vidno na Sliki 6, so odstopanja med premicama opazno vecje zaradi manjSega
korelacijskega koeficienta (r = 0,792). Koeficienta se med seboj razlikujeta za Am = 0.319.
Razvidno je, da z manjso korelacijo med podatki pride do vedji razlik med regresijskima
premicama, regresijska premica po metodi najmanjsih kvadratov postaja vse bolj polozna,
glede na regresijsko premico po metodi najmanjse vsote plosc¢in pravokotnih trikotnikov. Na
njeno poloznost vpliva korelacijski koeficient. Pri prvem primeru standarda odklona
predstavljata vrednosti g, = 1,240 in g, = 1,684 (smerni koeficient premice pa vrednost

m = 1,348) medtem ko pri korelacijskem koeficientu r = 0,792 standardna odklona
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predstavljata vrednosti: g, = 1,197 in g, = 1,839 (smerni koeficient premice pa vrednost

m = 1,536). Pri negativnih koeficientih situacija ostaja enaka.

Ce so podatki vegji in se nahajajo stran od sredi$¢a razsevnega diagrama (vendar na kratkem

intervalu) bodo absolutne razlike med zacetnimi vrednostmi narasle (glej Sliko 7).

e

Manual Fit for: Data Set | Y

e
Linear Fit for: Data Set | Y

50 - y = mx+b
m (Slope): 1.217

b (Y-Intercept): -4.635
Correlation: 0.7923
RMSE: 1.205

T T T T
0o 20 40
X

Slika 7: Regresijski premici, ko je r = 0,792 in sem vsem podatkom dodal vrednost 20. Vir: avtor

Absolutne razlike med zacetnima vrednostnima, ko sem prir = 0,792 vsako tocko povecal za
vrednost 20, so moc¢no opazne. Prvotno je bila absolutna razlika v zacetni vrednosti enaka

1,2423 (Slika 6), pri dodani vrednosti tockam pa je absolutna razlika 7,625 (Slika 7).

5.3. Normalizacija podatkov

Preden analiziramo vpliv normalizacije na obe regresijski premici, jo moramo definirati. Novim
spremenljivkam se rece standardizirane spremenljivke. Da iz navadne spremenljivke dobimo
standardizirane spremenljivke, je najprej potreben vzporeden premik. To storimo tako, da od

vsake vrednosti spremenljivke odsStejemo povprecno vrednost. Da uvedemo novo enoto,
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vsako spremenljivko delimo s standardno deviacijo (tako bo nova enota standardna deviacija).

Formula za izracun standardnih spremenljivke je

xX—X
x =
s o
oz.
y y—=y
o =
Oy

Z normalizacijo dobimo nov nabor odvisnih in neodvisnih spremenljivk. Ce izraéunamo
povprecno vrednost teh spremenljivk, bo nova aritmeti¢na sredina enaka 0 (x =y = 0).
Prav tako bo standardni odklon v obeh primerih, pri neodvisni in odvisni spremenljivki enak 1

(0 =0, = 1).
Odlocil sem se normalizirati podatke, za katere sem izracunal korelacijski koeficient r =

0,962. Korelacijski koeficient se pri standardizaciji ne spremeni. Nato sem iz standardiziranih

podatkov izracunal obe regresijski premici.
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24 Linear Fit for: Data Set | Standard score Y

SCy = mx+b

m (Slope): 0.962155

b (Y-Intercept): 1.30810E-10

Correlation: 0.962155 L]

RMSE: 0.282788

Standard score Y
o
L ]

-2 0 2
Standard score X

Slika 8: Regresijskih premici za standardizirani spremenljivki. Vir: avtor

Na Sliki 8 lahko vidimo, kako novi vrednosti standardnih odklonov vplivata na novi enacbi obeh
regresijskih premic. Regresijska premica po metodi najmanjSe vsote plos¢in pravokotnih
trikotnikov je dobila vrednost koeficienta m = 1 in s tem postala simetrala lihih kvadrantov
(Ce bi bil naklon premice negativen, potem bi dobili simetralo sodih kvadrantov). Po enacbi za
izracun zacetne vrednosti je razvidno, da je zaCetna vrednost enaka O (b = 0).

Regresijska premica po metodi najmanjsih kvadratov ima koeficient definiran samo po
vrednosti korelacijskega koeficienta. Povedano drugace, korelacijski koeficient je hkrati
koeficient premice (r = m = 0,962). Prav tako je zacetna vrednost te premice enaka O (na
Sliki 8 je rezultat zacetne vrednosti zelo majhen, kar je posledica racunalnikovega
zaokroZevanja).

Ker se povedano sklada s teorijo, lahko enacbi premic zapiSemo v obliki

y=rx,
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za enacbo premice po metodi najmanjsih kvadratov, in

y=tx

za enacbo premice po metodi najmanjse vsote ploscin pravokotnih trikotnikov.

5.4. Regresijska premica po metodi najmanjsih kvadratov glede na
neodvisno spremenljivko

Enacbo za regresijsko premico po metodi najmanjsih kvadratov minimalizirano po y sem
prilagodil tako, da sem dobil enacbo za regresijsko premico po metodi najmanjsih kvadratov

minimalizirano po x.

Enacba regresijske premice po metodi najmanjsih kvadratov minimalizirano po y je
o
y=r=<x+b.
X

Enacba regresijske premice po metodi najmanjsih kvadratov minimalizirano po x je torej

Ux
x=r—y+d,
Oy

oz. ¢e so spremenljivke standardizirane

Vidimo lahko, da sta si enacbi regresijskih premic po metodi najmanjSih kvadratov za
standardizirane spremenljivke zelo podobni, razlika je samo v koeficientu premice. Torej, ¢e

regresijsko premico minimaliziramo po x, je enacba za njen koeficient enaka
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Novo regresijsko premico sem vrisal v graf k ostalima regresijskima premicama in dobil novo

sliko. Novo premico sem pobarval z vijoli¢no.

o
Manual Fit for: Data Set | Standard score Y /
) ) SCy =mx+b
Set | Standard score Y m (Slope): 1.039 /
b (Y-Intercept): 0 /

g / . /

Linear Fit for: Data Set | Standard score Y | n
SCy=mx+b “/‘ // =
m (Slope): 0.962155 /

b (Y-Intercept): 1.30810E-10 / .

Correlation: 0.962155
RMSE: 0.282788 | 4

Standard score Y
o

T T T T
-2 0 2
Standard score X

Slika 9: Regresijske premice po metodi najmanjsih kvadratov minimalizirano po x (vijoli¢na), po metodi
najmanjsih kvadrtatov minimalizirano po y (érna) in po metodi najmanjse vsoti ploscin pravokotnih
trikotnikov (oranzna). Vir: avtor

Nova regresijska premica po metodi najmanjsih kvadratov minimalizirano po x ima koeficient
r = 1,039. Na Sliki 9 je na prvi pogled razvidno, da regresijska premica po metodi najmanjse
vsote ploscéin pravokotnih trikotnikov predstavlja simetralo kota, ki ga oklepata regresijski

premici po metodi namanajsih kvadratov minimalizirani po x in y. Vrh kota se nahaja v tocki

(0,0).
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5.5. Simetrala kota
Da bi se preprical, ali regresijska premica po metodi najmanjSe vsote plos¢in pravokotnih
trikotnikov predstavlja simetralo kota, kateri vrh se nahaja v tocki (0,0), njegova kraka pa sta
regresijski premici, po metodi najmanjsih kvadratov minimalizirani po y in x, sem se odlocil to
preizkusiti z izracuni kotov, ki jih oklepa vsaka premica z x osjo. Enacba za izra¢un kota med

premico in x osjo je

tana =m,

torej

tan'm=«.

IzraCunal sem kote za vsako regresijsko premico. Za boljSo natanénost sem racunal s

koeficienti s Sestimi decimalnimi vrednostmi. Tako sem zaokroZeval tudi kote. Za bolj nazoren

prikaz kotov sem za oznake kotov uporabil barve kot za premice na Sliki 9. Naklonski koti

premic pri korelacijskem koeficientu r = 0,962

a, = 0,766113324,

J

as = 0,804703727.

Simetralo kota lahko dokazemo po enacbi

Torej

0,804703727 —— = —0,766113324
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0,019305564 =~ 0,019284839,

¢e zaokrozimo na stiri dcimalna mesta

0,0193 = 0,0193.

Vidimo torej, da regresijska premica po metodi najmanjSe vsote plos¢in pravokotnih
trikotnikov predstavlja simetralo kota med regresijskima premicama po metodi najmanjsih
kvadratov minimaliziranima po y in x. Da je enacba regresijske premice po metodi najmanjse
vsote plos¢in pravokotnih trikotnikov simetrala kota, velja samo, ker imamo v razsevhem

diagramu standardizirane spremenljivke.

5.6. Uporaba inverzne funkcije
Regresijska premica po metodi najmanjsSe vsote plosc¢in pravokotnih trikotnikov ima torej
funkcijo simetrale kota med obema regresijskima premicama po metodi najmanjsih
kvadratov. Prav tako sem omenili, da predstavlja simetralo lihih kvadrantov. Simetrala lihih
kvadrantov ima pri operacijah s funkcijami posebno vlogo. Z zrcaljenjem grafa funkcije preko
nje dobimo graf inverzne funkcije te funkcije. Z inverzno funkcijo lahko teoreti¢no utemeljimo,
da regresijska premica najmanjse vsote ploscin pravokotnih trikotnikov predstavlja simetralo
kota regresijskih premic po metodi najmanjsih kvadratov minimaliziranih po x in y. Z inverzno

funkcijo je potrebno utemeljiti enacbo

Enacbo za regresijsko premico, minimalizirano po y lahko zapiSemo na naslednji nacin

f(x)=rx
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Vidimo torej, da se koeficient pri inverzni funkciji spremeniiz r vr~1. S tem smo dokazali, da
je moja regresijska premica res simetrala kota med obema premicama po metodi najmanjsih

kvadratov.

6. ZAKLJUCEK

Po izpeljavi regresijskih premic in teoreti¢nih in prakti¢nih analizah sem spoznal, kako se
regresijske premice razlikujejo med seboj. Kot glavne ugotovitve bi rad izpostavil, da
regresijska premica po metodi najmanjse vsote ploscin pravokotnih trikotnikov v enacbi za
izracun koeficienta m regresijske premice ne vsebuje korelacijskega koeficienta r, kar pomeni,
da je njen naklon v primerjavi z regresijsko premico, definirano po metodi najmanjsih
kvadratov, bolj strm. Pri regresijski premici najmanjSe vsote ploscine pravokotnih trikotnikov
je potrebno npr. vizualno razbrati, ali je koeficient pozitiven ali negativen. Ce sta spremenljivki
normalizirani, sem dokazal, da regresijska premica, definirana po metodi najmanjSe vsote
ploscin pravokotnih trikotnikov, predstavlja simetralo sodih ali lihih kvadrantov (odvisno od
korelacijskega koeficienta) ter hkrati simetralo kota, ki ga oklepata regresijski premici po
metodi najmanjsih kvadratov minimalizirani po y oz. x. Prav tako ima velik pomen tocka
A (x,y), ki lezi na vseh treh regresijskih premicah in hkrati predstavlja sekalis¢e vseh treh

premic v eni sami tocki.
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Vprasanije, ki je ostalo neodgovorjeno, je, zakaj, kljub dolgemu iskanju, nikjer na spletu nisem
nasel moje metode dolocanja regresijske premice oz. nisem nasel vec kot dva razli¢na nacina
dolocanja regresijske premice, ki bi pokazala relacijo med podatki na drugacen nacin, kot to
opravi regresijska premica po metodi najmanjsih kvadratov. Domnevam, da z izbrano
univerzalno metodo (metoda najmanjsih kvadratov) drugi nacini dolocevanja regresijskih
premic niso ve¢ tako pomembni, saj se je vse dobljene podatke iz raziskav primerjalo na

podlagi univerzalne metode, t. j. metode najmanjsih kvadratov.

7. DRUZBENA ODGOVORNOST

Menim, da je moja raziskovalna naloga ravnala v nacelih druzbene odgovornosti in ni prislo do
krsenja nobenih izmed sedmih nacel druzbene odgovornosti po ISO 26000. Nobena meritev
ni Skodovala druzbi in naravi v okviru dela moje raziskovalne naloge, prav tako sem spostoval
Ze dosezZene rezultate, definicije in izpeljave tako, da sem navajal avtorja le-teh in se s tem
izognil plagiatu. Z izvedbo raziskovalne naloge nisem ogrozal nobene Ze obstojece raziskave
ali ji Skodoval. Nisem zlorabljal dela drugih in krsil pravila o kraji podatkov, tako uradnih kot

tudi neuradnih.
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