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1. Povzetek

V raziskovalni nalogi spoznamo igro Hanojski stolp. Predstavimo pravila igranja igre in najbolj
optimalno pot igranja z razlicnim Stevilom ploscic in Stevilo premikov vsake ploséice.
Razis¢emo, kaj lahko vpliva na spremenjen potek igre, recimo Stevilo stolpov. ZapiSemo
posploSene ugotovitve za poljubno izbrano Stevilo ploscic ali stolpov. Z izraCunom casa, v
katerem koncamo igro Hanojski stolp po legendi, ugotovimo da se nam ni potrebno bati

konca sveta.




2. Uvod

Pri izbirnem predmetu matemati¢ne delavnice nam je ucitelj predstavil igro Hanojski stolpi
(slika 1). Med predstavitvijo je povedal tudi legendo o tej igri: V nekem indijskem templju
obstaja ogromna soba s tremi velikimi stebri. Na stebrih je 64 zlatih ploscic. PloS¢e so vse
razlicnih velikosti. Vedno je manjSa na vecji plos¢i. Menihi-Brahmani v tem templju naj bi
premikali te plosce s prvega stebra s pomocjo srednjega na tretji steber dan in noc. Legenda
pravi, da ko bodo menihi koncali igro in premaknili vse plos¢e s prvega stebra na tretji

steber, bo konec tudi nasega sveta.

Slika 1: Hanojski stolp (Wikipedia, 2018)

Igro Hanojski stolpi je izumil Edouard Lucas leta 1883 (Wikipedija, 2018). Za igro
potrebujemo 3 enako velike palice in poljubno stevilo ploscic, ki jih lahko premikamo iz ene
palice na drugo. Cilj igre namrec je, da vse plosc¢ice premaknemo z ene stranske palice (prve
palice) na drugo stransko palico (tretja palica) s pomocjo vmesne palice (druga palica) z
najmanjsim moznim Stevilom premikov. Pri premikanju je seveda treba upostevati nekatera
pravila, ki igro Se dodatno zakomplicirajo:

- Naenkrat lahko premaknemo samo eno ploscico.

- Naenkrat je mozno narediti samo en premik.

- Vedja ploscica ne sme biti na manjsi.




3. Potek igre Hanojski stolpi

Vse ploscice so na zacetku na eni od stranskih palic, recimo prvi palici. Te plos¢ice so
razvr$cene tako da je Cisto na dnu najvecja, na vrhu pa najmanjSa. Nato zatnemo premikati
ploscice in pri tem uposStevamo vsa pravila. Seveda smo raziskali koliko je najmanjse Stevilo
premikov pri dolo¢enem Stevilu plosc¢ic. Na zacetku smo samo Steli Stevilo premikov in si
podatke zapisovali.

Premik ene ploscice (slika 2). Seveda potrebujemo en premik.

Slika 2: Ena ploscica

Premik dveh ploscic (slika 3). Potrebujemo tri premike.

Slika 3: Dve ploscici

Prikazimo Se s slikami postopek za tri ploscice (slika 4). Potrebujemo sedem premikov.
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Slika 4: Tri ploscice

Podatke o Stevilu ploscic in Stevilu premikov zapiSemo v preglednico (preglednica 1). Premike

smo opravili in presteli tudi za 4, 5 in 6 ploscic.

STEVILO PLOSCIC, n STEVILO PREMIKOV, p

1 1

3

7

31

2
3
4 15
5
6

63

Preglednica 1




Za vecje Stevilo ploscic je Stetje seveda zamudno. Ugotovili pa smo zaporedje izvajanja
premikov. Tako da lahko za poljubno Stevilo ploscic vedno znova opravljamo premike po
enakem postopku. Ker je postopek ponavljajo¢ predvidevamo, da lahko stevilo premikov
izracunamo za poljubno Stevilo plos¢ic. Z opazovanjem zaporedja Stevila premikov (Stevilsko
zaporedje 1, 3, 7, 15, 31, 63) smo opazili, da so Stevila vedno za ena manjsa od vrednosti
potence Stevila dva, katere stopnja je bila enaka Stevilu ploscic, ki smo jih premikali

(preglednica 2).

STEVILO STEVILO POTENCA ST. 2 IN NJENA | STEVILO PREMIKOV
PLOSCIC, n PREMIKOV, p VREDNOST

1 1 2'=2 21 1 =

2 3 2°=4 22-1=

3 7 2°=8 23 1=

4 15 2*=16 2*—1=15
5 31 2°=32 25—-1=31
6 63 2°=64 26 —1=63
7 127 27=128 27 —1 =127
8 255 2%=256 28 —1 =255
9 511 2°=512 2°—-1="511
10 1023 2'°=1024 210 —1 =1023

Preglednica 2

Torej je formula za najmanjse mozno Stevilo premikov pri dolo¢enem Stevilu plos¢ic n enaka
2" -1.

Primer.

Zan=3je 2°-1=8-1=7.

Zan=12je 22 —1=4096 —1=4095.




Seveda lahko sedaj izracunamo, koliko premikov bodo menihi naredili, da bodo igro koncali.
S tem lahko izraCunamo tudi ¢as (tako, da dolo¢imo koliko sekund menihi potrebujejo za en

premik) za dokoncanje igre.

3.1 »Konec sveta«

Koliko premikov bodo naredili menihi? Koliko ¢asa bodo za celotno igro potrebovali? Kdaj
bodo koncali in bo po legendi konec sveta? S pomocjo formule za najmanjSe mozno Stevilo

premikov (2™ — 1) se vse to da izraunati.

Najprej izracunajmo cas, ki ga bodo menihi porabili za premik ploscic. Glede na legendo, da

je ploscic 64, bi nekatere od njih morale biti zelo velike (pa Se zlate).

Koliko pa sploh je 264 — 1?
Vrednost potence je ogromna, 2°= 18 446 744 073 709 551 616.
Torej je $tevilo premikov sledece 2% — 1= 18 446 744 073 709 551 615.

Toliko sekund bi torej menihi premikali plosce, ¢e bi naredili 1 premik na 1 sekundo. Ker pa
so plosce velike in tezke, racunajmo tako, da en premik v povprecju opravijo v 3 sekundah.
Postopoma delimo in izraGunamo minute, ure, dneve in leta, ki jih bodo menihi porabili za
premikanje ploS¢. Najprej Stevilo delimo z 20 (upostevajmo, da menihi porabijo 3 sekunde

za premik ene plosce) in tako dobimo minute.

18 446 744 073 709 551 615 : 20 = 922 337 203 685 477 581 — priblizno toliko minut bodo

porabili za premik vseh plos¢.

Izracunano Stevilo delimo s 60 in dobimo priblizno Stevilo ur sestavljanja:

922 337 203 685477 581 : 60 =15 372 286 728 091 293 ur.

Izracunano Stevilo delimo s 24, da dobimo priblizno Stevilo dni sestavljanja:

15372286 728 091 293 : 24 = 640 511 947 003 804 dni.




Pri racunanju Stevila let, ki jih bodo potrebovali za sestavljanje moramo upostevati tudi
. . .y v . 3
prestopna leta. Najprej zapiSemo enacbo, kjer so x vsa leta, z so prestopna leta, Tx SO

prestopna ali navadna leta. Prestopno leto je namrec vsako Cetrto leto, zato je Cetrtina vseh

prestopnih.
E- 366 + 3% -365 =640 511947 003 804

365,25 x = 640 511947 003 804
x = 640 511 947 003 804 : 365,25
x =1753626 138272

Priblizno 1 753 626 138 272 let bodo menihi porabili za igro, ¢e naredijo 1 premik v 3

sekundah.

Ce bi menihi naredili 1 premik na 1 sekundo bi porabili 584 542 046 091 let. Vesolje je staro

13,7 milijard let = 13 700 000 000 let (za primerjavo kaksSna ¢asovna doba je to).

Tudi drugi matematiki so Ze racunali koliko ¢asa bi menihi porabili za igro. Na spletni strani
Problem Solvig with Algorithms and Data Structures zasledimo, da so izracunali ¢asovno
dobo 584 942 417 355 let sestavljanja, ¢e naredijo 1 premik na sekundo (Interactivepython,

2018). Do odstopanja z nasSimi izra¢uni pride verjetno zaradi drugacnega nacina racunanja

3.2 Stevilo premikov posamezne ploige

Sedaj vemo kaks$na je formula za najmanjse Stevilo premikov vseh ploscic. Kaksna pa je, ¢e
Zelimo ugotoviti Stevilo premikov za posamezno plosco. V preglednici (preglednica 3) so

plosce oznacene s Stevilkami (najmanjsa je 1, najvecja 10).




Legenda: - premiki, st. ploscic(n) ,
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Preglednica 3

Tudi pri Stevilu premikov posamezne ploscice se pojavijo vrednosti potenc z osnovo 2. Tako
recimo za tri ploscice (n = 3) vidimo, da tretjo plos¢ico premaknemo 1 krat, drugo 2 krat in
prvo 4 krat. Stevila 4, 2, 1 so potence $tevila 2. Skupno $tevilo premikov je tako 4 +2 +1 = 7.
Najmanj$o plostico (k = 1) premaknemo &tirikrat, 22 = 4. Srednjo plod&ico (k = 2)
premaknemo dvakrat 2! = 2. Najveljo plod¢ico (k = 3) premaknemo enkrat, 2° = 1.
Podobno opazimo za poljubno izbrano Stevilo plos¢. Formula za Stevilo premikov posamezne

Zn

ploséice pa je —

v — Zn—k




V teh primerih je kot spremenljivka n obravnavano Stevilo vseh ploscic, spremenljivka k pa

kot Stevilka posamezne ploscice. Poglejmo nekaj primerov.

Zan=5,k=3

25 2 X.. . . vy, v . . . . v,

pola 32:8=4=2"....cce... Stirje premiki ploscice Stevilka 3 pri petih skupnih ploscicah.
Zan=7,k=2

27 5 . vve. v . . . . vv.
pria 128:4=32=2".......... 32 premikov ploscice Stevilka 2 pri sedmih skupnih ploscicah.
Zan=10,k=1

210 9 . vve . . . vy

Pl 1024 :2=512=2".......... 512 premikov ploscice 1 pri desetih skupnih plos¢icah.

4. Hanojski stolpi z ve€ kot tremi palicami

Do sedaj smo pri igri spreminjali samo Stevilo ploscic. Kaj pa ¢e bi spremenili Stevilo palic?
Lahko bi dodali kaksno palico, saj je odvzeti ne moremo, ker igre potem ne bi mogli vec

igrati, ne da bi krsili pravila.

Dodajmo najprej eno palico in ugotovimo, koliko je najmanj moznih premikov na Stirih

palicah (m = 4) (preglednica 4).




Stevilo plos¢ic Stevilo premikov Stevilo posameznih
premikov
1 1 1
2 3 1+2
3 5 1+2+2
4 9 1+2+2+4
5 13 1+2+2+4+4
6 21 1+22+24+8
7 29 1+22+24+28
45 1+2.2+24+2.8+16
9 61 1+2:2+2:4+2-8+2:16
10 93 1+2:2+2:4+2:8+2-16+32

Preglednica 4

Opazimo, da je Stevilo premikov manjSe glede na Stevilo premikov pri treh palicah, saj je
seveda z eno palico ve€ tudi ve¢ prostora za zacasen odmik posamezne ploscice. Z izjemo
Stevila premikov ene in dveh plosdic, kjer sta rezultata enaka kot pri treh palicah.

V preglednici mozZnosti (preglednica 4) vidimo da se z ve¢anjem Stevila ploscic po enakem

postopku spreminja Stevilo premikov. Pri vsakem sodem Stevilu ploscic je zadnje Stevilo

n 4
premikov v vsoti enako 2z. Recimo za n = 4 je zadnji ¢len vsote 22 = 22 = 4. Za n = 10 je

10
22 = 2% =32. Vsaka vsota se zalne s $tevilom 1 (1 = 2°), ostali predhodni &leni so

dvakratniki potence Stevila 2.

Stevilo premikov za 12 plos¢ic (n = 12) na 4 palicah zapiimo z vsoto, ki ima za zadnji &len

12
22 = 2% = 64. Stevilo premikov je

1+2-24+2-44+2-8+2-16+2-32+ 64 =115.
Stevilo premikov za 13 plo&¢ic (n = 13) na 4 palicah zapisimo z vsoto je

1+2-2+2-4+4+2-8+2-16+2-32+2-64=179.




Ce dodamo $e eno palico zraven in jih imamo tako sedaj 5 (preglednica 5), bo spet $tevilo
premikov plosc¢ic manjse kot pri 4 palicah, saj je spet za eno palico ve¢ prostora za odmik

posamezne ploscice.

Stevilo plos¢ic Stevil premikov Stevilo posameznih
premikov
1 1 1
2 3 1+2
3 5 1+2+2
4 7 1+2+2+2
5 11 1+2+2+2+4
6 15 1+32+4+4
7 19 1+3.2+34
27 1+3.2+34+8
9 35 1+32+34+8+8
10 43 1+32+34+38

Preglednica 5

V preglednici moZnosti (preglednica 5) vidimo, da se z ve¢anjem Stevila plos¢ic po enakem
postopku spreminja Stevilo premikov. Pri n = 5 je zadnji €len 22=4.Prin=8 je zadnji €len 23

=8.

Pri n = 11 je zadniji ¢len 2% = 16. Vsi predhodni ¢leni so trikratniki potence Stevila 2. Prvi ¢len
je stevilo 1.

Za n = 11 bi zapisali vsoto vseh premikov 1 +3-2+3-4 + 3-8 + 16 = 59.

Za n =12 zapiSemo vsoto vseh premikov 1+3-2+3-4+3:8+2:16=75.

Za n =13 zapiSemo vsoto vseh premikov 1+3-2+3-4+3-8+3-16 =91.

Za n = 14 zapisemo vsoto vseh premikov 1+3-2+3-4+3-8+3-16+32 =124.
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Predvidevamo da bi za Sest palic zapisali naslednje Stevilo premikov (preglednica 6).

Stevilo plos¢ic Stevil premikov Stevilo posameznih
premikov
1 1 1
2 3 1+2
3 5 1+2+2
4 7 1+2+2+2
5 9 1+2+2+2+2
6 13 1+4.2+4
7 17 1+42+4+4
21 1+42+4+4+4
9 25 1+42+44
10 33 1+42+44+8

Preglednica 6

V vsoti so za prvim ¢lenom (Stevilo 1) vedno najvec Stiri enaki ¢leni (potence Stevila 2). S
primerjanjem podatkov v preglednicah 4, 5 in 6 ugotovimo, da je Stevilo ponavljajocih
potenc Stevila 2 v vsoti najve¢ m — 2, kjer je m Stevilo palic. Tako pri Stirih palicah (m = 4)
vedno nastopata po najvec dva enaka ¢lena. Pri petih palicah (m = 5) so najvec trije enaki

¢leni, pri Sestih palicah (m = 6) so najvec stirje enaki ¢leni.

V preglednici 6 prav tako ugotovimo, da je Stevilo premikov do vklju¢no Stirih plos¢ic enako
kot za pet palic (preglednica 5). Ampak je tudi za 3 ploscice Stevilo premikov enako kot pri
petih, Stirih in treh palicah. Iz tega lahko sklepamo, da se bo stvar ponavljala. Za sedem palic
(m = 7) bo Stevilo premikov pri n = 5 enako Stevilu premikov kot za 6 palic (devet premikov).
Ce se to nadaljuje lahko izvemo, koliko je najmanj$e moZno $tevilo premikov nekega $tevila

ploséic sploh. Tudi ée spreminjamo Stevilo palic. Kako pa pridemo do tega Stevila?

Stevilo ploi¢ic je n. Ce bi zaleli pri eni palici, bi po zgoraj opisanem postopku to $tevilo dobili,
ko bi bili Stevilo ploscic in Stevilo palic enaki. Ampak se vse skupaj za¢ne na treh palicah, saj

se igra ne more igrati na eni ali dveh palicah. Zato pristejemo Stevilu ploscic 2 in dobimo

e
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Stevilo palic, na katerih bo moZzno z najmanj moznimi premiki koncati igro z dolo¢enim
Stevilom ploscic. Najmanjsa Stevila premikov za dolo¢eno stopnjo (do 10) pa so prvih 10 lihih

naravnih Stevil (preglednica 7).

Stevilo plos¢ic Stevilo palic Najmanjse mozno $tevilo
premikov sploh
1 3 (1+2) 1
2 4 (2+2) 3
3 5 (3+2) 5
4 6 (4+2) 7
5 7 (5+2) 9
6 8 (6+2) 11
7 9 (7+42) 13
8 10 (8 +2) 15
9 11 (9+2) 17
10 12 (10+2) 19

Preglednica 7

Poglejmo, kako ugotovimo koliko premikov za 12 ploséic (n = 12) opravimo pri 7 palicah (m =
7). 1z preglednice 7 ugotovimo, da je za sedem palic in 5 plos¢ic najmanjse Stevilo premikov
9. ZapiSemo 9=1+2+ 2+ 2+ 2. To vsoto bomo dopolnjevali s ¢leni vsote. Ker je v igri 7
palic, bo najvecje Stevilo posameznih ¢lenov (dvojiskih potenc) pet. ZapisSimo v preglednico

(preglednica 8).
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Stevilo plos¢ic, n Stevil premikov, p Stevilo posameznih

premikov

5 9 1+2+2+2+2

6 11 1+2+2+2+2+2

7 15 1+52+4

8 19 1+52+4+4

9 23 1+52+4+4+4

10 27 1+52+4+4+4+4

11 31 1+52+54

12 39 1+52+54+8

Preglednica 8

Zapisimo Se posploseno ugotovitev.
Za poljubno stevilo ploscic n je najmanjse Stevilo palic m = n 4+ 2. Za to Stevilo palic je

potrebno najmanj n + (n — 1) = 2n — 1 premikov.

Vsaka vsota Stevila premikov se zane s ¢lenom 1 in nadaljuje z ustreznim Stevilom dvojiskih
potenc, najprej s stopnjo 1, nato s stopnjo 2 ... . Najvecje Stevilo enakih dvojiskih potenc je
m — 2. Ko ugotovimo najmanjse Stevilo premikov za izbrano Stevilo plos€ic in s tem palic,

Stevilski izraz dopolnjujemo do konéne vsote. Poglejmo primera.

Primer 1

Zan=8,zam=8.

Pri osmih palicah je najmanjse Stevilo plos¢ic 6 in s tem 11 premikov (preglednica 7),
1+2+2+2+2+2=11.

Za sedem ploscic (n =7) zapisemo 1+ (8—2)-2=1+6-2=13.

Za osem ploscic (n = 8) zapiSemo 1+ 6-2+ 4 =17.

Tako je za osem ploscic na osmih palicah najmanjse mozno Stevilo premikov 17.

13



Primer 2

Zan=14inzam=09.

Pri devetih palicah je najmanjSe mozno Stevilo premikov 13 za sedem ploscic.

ZapiSemovsoto1l+2+2+2+2+2+2=13.

Za osem ploscic je tako 1+ (9 — 2) - 2 = 15 premikov.

Za devet plosCicje 1 + 7 -2 + 4 = 19 premikov.

Za deset plosCicje 1+ 7 -2 + 2 -4 = 23 premikov.

Za enajst plosCicje1 +7 -2 + 3 -4 = 27 premikov.

Za dvanajst plos€icje1 + 7 -2 + 4 -4 = 31 premikov.

Za trinajst plos¢icje 1 + 7 -2 + 5-4 = 35 premikov.

Za Stirinajst plosCic (n=14)jetako 1+ 7 -2 4+ 6 - 4 = 39 premikov.

V pregledanih virih najdemo prav tako preglednico za nekaj izbranih moznosti Stevila ploscic

(n) in palic (k) (preglednica 9).

n/k 3 4 5 6
1 1 1 1 1
2 3 3 3 3
3 7 5 5 5
4 15 9 7 7
5 31 13 11 9
6 63 21 15 13
7 127 | 29 19 17
8 255 45 27 21 Preglednica 9

Ko primerjamo podatke dobljene z nasimi razmisleki v raziskovalni nalogi in podatke v

preglednici ugotovimo, da je nas razmislek ustrezen, saj so podatki enaki.
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5. Zakljucek

Navedimo nekaj najpomembnejsih ugotovitev raziskovalne naloge:

Formula za najmanjse Stevilo premikov n plos¢ic na treh palicah je 2™ — 1.

Formula za Stevilo premikov posamezne ploscice je ;—: = 2"k kjer je n Stevilo
ploscic, k je Stevilka opazovane ploscice.

Stevilo palic za najmanj$e mozno $tevilo premikov za posamezno $tevilo ploi¢ic sploh
izraCunamo tako, da Stevilu ploscic pristejemo 2 in dobimo Stevilo potrebnih palic.
Najmanjse Stevilo premikov sploh je za prvih 10 naravnih Stevil prvih 10 lihih naravnih
Stevil (preglednica 7, stran 12).

Pri ve¢ palicah (m > 3) v preglednici (preglednica 7) pois¢emo najmanjse Stevilo
premikov za izbrano Stevilo palic in s tem plo3¢ic (m = n + 2). Za vecje Stevilo ploscic
zapisujemo vsoto ¢lenov 1+2+2-24+--4+(m—-2)-24+4+2-4+--+

(m—2) -4+ ---. Clenov vsote je toliko, kot je $tevilo ploicic.

6. Druzbena odgovornost

Z raziskovalno nalogo predstavimo okolju morda bolj neznano igro, ¢eprav je v slovenskem

prostoru morda znana pod katerim drugim imenom. Z raziskovalno nalogo Zelimo pokazati,

da lahko tudi osnovnosolci raziS¢emo matemati¢na ozadja druzabnih iger. Tako po eni strani

z igranjem igre s sosolci ali drugimi razvijamo bolj pristne medsebojne odnose, po drugi stani

pa razvijamo raziskovalne pristope k matemati¢nim problemom. Z izdelavo raziskovalne

nalogo se naucimo upostevati in navajati vire, prepoznavati in spostovati intelektualno

lastnino in ceniti dosezke, ki jih povzemamo, navajamo ali uporabljamo.
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