»MLADI ZA NAPREDEK MARIBORA 2018«

35. SRECANJE

STIRIKOTNIK IN NJEMU PLOSCINSKO ENAK TRIKOTNIK

Raziskovalno podroéje: Matematika

Raziskovalna naloga

Avtor: LEA STRNISA, TASA HORVAT, KATARINA NEDOH
Mentor: ALENKA REPNIK
Sola: OS BORCEV ZA SEVERNO MEJO MARIBOR

Maribor, januar 2018



»MLADI ZA NAPREDEK MARIBORA 2018«

35. SRECANJE

STIRIKOTNIK IN NJEMU PLOSCINSKO ENAK TRIKOTNIK

Raziskovalno podroéje: Matematika

Raziskovalna naloga

Maribor, januar 2018



Stirikotnik in njemu plos¢insko enak trikotnik

KAZALO
KAZALO SLIK. ..o eiiiiiiiiiiiiiieiieiieieiiiiiesiesiesiasisstatesssssssssesssstossassassassassssssnssans 4
POVZETEK ..o cnieiiiiiieiiiieiieiieiietecentenctectastestastestassescessassssssassassassassassassssssnsnnns 7
I U Y 0 T 0 RN 8
1.1  Namen in Cilj NAloge....cccuiiieiiiiiiiiiiiiiini e e reaseseneserenssssanssssnnssnes 8
0 N 11 Yo} o =7 2SN 8
I T €T o Ty o T=1 i ] - TR U 9
1.3.1 P4 =JoTo [NV - =0T oY1 0[] 4 o 1 = USSR 9
0 20 A I | e o 11 ST 13
1.3.2.1 Obseq in plosCing triKOtNIKQ...........ccccuveeeeeciiieeeeciiee et scae e 14
1.3.2.1.1 EnakostraniCni trikotnik........ccccoueeiiiiiiie e 15
1.3.2.1.2  Enakokraki trikOtniK..........cciieiiciiiiiiiee et 16
1.3.2.1.3  Pravokotni triKOtNiK .......cceeeiieieciiiiiieeecc e 17
1.3.2.2 Kdaj sta obseg in plos¢ina razli¢nih trikotnikov enaka? ............................. 18
1.3.3  SHKOINIKI cvevevvieieeieieiiiceee ettt nsesnes 18
1.3.3.1 PrOVOKOENIK ...ttt e sttt e e e ettt a e e s asaaeesnseaa e e 20
1.3.3.2 4T e Lo [ [ U 21
1.3.3.3 Lo Te ] =] oo Tle I £ TSR 21
1.3.34 D=7 ] Lo (TSRS 23
1.3.3.5 ROMID ..ottt ettt e et e st e s e e s sae et esasaeeanes 24
1.3.3.6 [ ]2 25
2 METODOLOGUHA DELA .....cieieieieitcteiieiietieiaiesestestsssssssassassassassassassanes 27
3 REZULT AT e eiiieiiieiiiitieitecttettetantassstassesessassssassessssassssassosassassssassassssanss 28
3.1 Kvadratu ploscinsko enak trikotnik......c..cccceeereenceieeririenicreeneeiennereennereeneerenneerennens 28
3.2  Poljubnemu Stirikotniku ploscinsko enak trikotnik............cccoerrrrrrrrnnnniiiiiiinnnnnnne. 30
3.3  Poljubnemu trikotniku plos¢insko enak Stirikotnik..........ccccceerrrvneiiiirnnniiiinnnnnnens 36




Stirikotnik in njemu plos¢insko enak trikotnik

3.4 Poljubnemu petkotniku ploscinsko enak trikotnik ...........cccceeiiiimniiiiinniiiiinnnninnns 38
A ZAKUUCEK ...cvvrirererenissenisencscesissssssssssssssssssssssssssessssssssassssssssssssssssssses 41
5 DRUZBENA ODGOVORNOST .......ceeiiireriresnessnessesssesssesssessssssesssesssessesssnsns 42
L Y | N 43
2 Y 1= o R 43
KAZALO SLIK
Slika 1: Piramide V EGIPtU ... e e e e e e eanes 9
Slika 2: TS ettt e et e bt e st e e eans 10
Slika 3: EVKII ettt et e a e sttt en 11
Slika 4: ATRIMEA ..ttt s 11
Slika 5: DaVid HIlDEIT ....eiieieeee e 12
Slika 6: Trikotniki glede na dolzine stranic — od leve: raznostranic¢ni, enakostranicni in
ENAKOKIAKI .eeieiiieeiee e 13
Slika 7: Trikotniki glede na velikosti notranjih kotov — od leve: ostrokotni, pravokotni in
TOPOKOTNI trHKOLNIK wvvveeeeeieeieeee e e e e 14
Slika 8: Enakostrani€ni trikotnik .........ccoooioiiiiie e 15
Slika 9: Enakokraki trikOtnik .......cocooiiiiii e 16
Slika 10: Pravokotni trikotnik ..o 17
Slika 11: Ploscinsko enaki trikotniki .........cccoooieiiiiiiii e 18
Slika 12: BT 1720 Lo USSR 19
Slika 13: B 1= 2SRRI 19
Slika 14: Paralelogram ... e e e 19
Slika 15: PravokOtniK .....oooeeeiieee e 20
Slika 16: KVAAIat o s 21
Slika 17: Paralelogram ..o e a e e 22




Stirikotnik in njemu plos¢insko enak trikotnik

Slika 18:
Slika 19:
Slika 20:
Slika 21:
Slika 22:
Slika 23:
Slika 24:
Slika 25:
Slika 26:
Slika 27:
Slika 28:
Slika 29:

Slika 30:

Slika 31:
Slika 32:
Slika 33:
Slika 34:
Slika 35:
Slika 36:
Slika 37:
Slika 38:
Slika 39:

Slika 40:

Slika 41:

Slika 42:

Preoblikovanje paralelograma v plosc¢insko enak pravokotnik ...................... 22
DEITOIT ettt 23
Preoblikovanje deltoida v plos¢insko enak pravokotnik .........cccccceviiveeenenn. 24
ROMID et 24
L] 017 25
ENakoKraki trap@z .....oeeeieiiiieiice e 26
Preoblikovanje trapeza v ploscinsko enak pravokotnik ...........ccceccevivveeenn.nn. 26
Kvadrat ABCD z vrisano diaBoNalo AC .....ccccvveviieiiiiieieiieee e eeivee e esaeee s 28
Preoblikovanje kvadrata ABCD v plosc¢insko enak trikotnik AEC .................... 29
Trikotnik AEC, ki je plos¢insko enak prvotno danemu kvadratu .................... 29
Trapezoid ABCD z vrisano diagonalo BD .........ceeeveveiiciiiieeeee e ecccniereee e 30
Trapezoid ABCD z vrisano diagonalo BD in narisano nosilko stranice AB ...... 30

Trapezoid ABCD z diagonalo BD, nosilko stranice AB, vzporednico k diagonali BD

skozi Cin presecis¢em te vzporednice in nosilke stranice AB ..........ccuuueeee. 31
Plos¢insko enaka trikotnika BCD in BED ........ccocueeviuieeiiiieeniieeeieeeeieee e 31
Stirikotniku ABCD plo¢insko enak trikotnik AED .........cccoceveveviveeeeereeeeerennn, 32
Stirikotniku ABCD plo3€insko enak trikotnik ABE2 .....coueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennns 33
Stirikotniku ABCD ploi¢insko enak trikotnik BCE3 .....ccoeueeeeeeveeceeieeeeeean. 33
Stirikotniku ABCD ploi¢insko enak trikotnik CDEs .....cccoeueveieerecieeeeeeeean. 34
Stirikotniku ABCD plo¢insko enak trikotnik DAEs .......cccceeeveeveeeeeeeeeeeean. 34
Stirikotniku ABCD ploi¢insko enak trikotnik CDEs .......cccoeveveeveeeeieeeeeeeenan. 35
Stirikotniku ABCD plo¢insko enak trikotnik BCE7 .....cooeeueeeieereieeeeeeeeean, 35
Stirikotniku ABCD plo¢insko enak trikotnik ABES ........ccceoeeeeeeeeeereeeeenan, 35

Trikotnik ABC s poljubno izbrano tocko T na stranici BC in daljico, ki to¢ko T

povezuje Z NAasprotnim OZlISCEM  ..vveeeeiiiiiiicceeeee e 36
Trikotnik ABC z vrisano daljico AT in vzporednico s to daljico skozi oglis¢e C 37

Trikotnik ABC in njemu ploscinsko enak Stirikotnik ABTS .......cccovvvveeeeeeeeeniennns 37




Stirikotnik in njemu plo3¢insko enak trikotnik

Slika 43:
Slika 44:

Slika 45:

Petkotnik ABCDE in vrisana diagonala BD ........cccccceeevviveeeisiiieeeeeiieeeesiieeen 38
Petkotnik ABCDE in njemu plosc¢insko enak Stirikotnik AFDE ...............cc........ 39

Petkotnik ABCDE, njemu plosc¢insko enak stirikotnik AFDE in njemu ploscinsko

ENAK EMTKOTNTK AGE oottt ettt e et s et s e et e s s e taaesesebsaeseesans 39




Stirikotnik in njemu plos¢insko enak trikotnik

POVZETEK

V nalogi smo se lotili preiskovanja problema, na katerega nas je opozorila uciteljica
matematike, in sicer: »Dan je poljubni Stirikotnik. Ali lahko nariSemo temu Sstirikotniku

ploscinsko enak trikotnik ?«

Pokazali smo, kako transformiramo poljubni stirikotnik v plos¢insko enak trikotnik z metodo
graficne ponazoritve in uporabo programa dinami¢ne geometrije. Svoje ugotovitve smo
podkrepili z razlagami in dokazi. Lotili smo se tudi transformacije poljubnega veckotnika v
njemu ploscinsko enak trikotnik ter ugotovili, da je metoda, ki smo jo uporabili pri prvotnem
primeru, tudi vtem primeru povsem identi¢na, le da jo moramo uporabiti veckrat zapored. V

nalogi smo opisali lastnosti Stirikotnikov in trikotnikov.




Stirikotnik in njemu plos¢insko enak trikotnik

1 UvoD

1.1 Namen in cilj naloge

Zanimalo nas je, ali lahko poljubni Stirikotnik spremenimo v plos¢insko enak trikotnik.

Ko smo prvi¢ naleteli na omenjeni problem, smo najprej pomislili na to, da bi izracunali
ploscino stirikotnika in nato poskusali narisati plos¢insko enak trikotnik. Ker nam je geometrija
blizu, izrauni pa so se hitro izkazali za precej komplicirane, nas je zanimalo, ali lahko nas
problem reSimo zgolj geometrijsko oziroma nacrtovalno. Za pomo¢ smo povprasali uditeljico

matematike, ki nas je pozvala, da o tem naredimo raziskovalno nalogo.

Namen naSe raziskovalne naloge je poiskati geometrijski nacin preobrazbe poljubnega
Stirikotnika v plos¢insko enak trikotnik. V nalogi smo predstavili tudi zgodovino matematike
oziroma geometrije. V uvodnem delu smo se posvetili geometrijskim likom, s katerimi smo se
sreCevali pri raziskovanju preobrazbe poljubnega Stirikotnika v plosc¢insko enak trikotnik, torej
trikotnikom in Stirikotnikom. Predvsem pa je cilj naSe naloge raziskati in predstaviti, kako

poljubni Stirikotnik nacrtovalno preobrazimo v plos¢insko enak trikotnik.

1.2 Hipoteze

Hipoteza 1:  Vsak Stirikotnik je mogoce preobraziti v plosc¢insko enak trikotnik.

Hipoteza 2:  Stirikotnik lahko preobrazimo v plos¢insko enak trikotnik na en sam nacin.

Resitev je enoli¢na.

Hipoteza 3:  Ce lahko poljubni tirikotnik transformiramo v plos¢insko enak trikotnik, potem

lahko tudi poljubni trikotnik preobrazimo v plos¢insko enak Stirikotnik.

Hipoteza 4:  Pri preobrazbi poljubnega trikotnika v plos¢insko enak stirikotnik je moznih vec

resitev.

Hipoteza 5:  Poljubnega veckotnika ni mozno preobraziti v njemu plosc¢insko enak trikotnik.
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1.3 Geometrija

Geometrija je ena od vej matematike. Geometrija se ukvarja veinoma s premicami, z
daljicami, s koti, to¢kami, z ravninami, s prostori, z liki ter s telesi. Ljudje geometrijo
uporabljamo Ze tisoCletja. Srecujemo jo tudi v vsakdanjem Zivljenju, npr. v arhitekturi, pri delu,

v astronomiji ter pri orientaciji.

1.3.1 Zgodovina geometrije

Geometrija se je prvi¢ »pojavila« v Egiptu in v dolini Inda okoli leta 3000 pr. n. st. Ljudje so
geometrijo zaceli uporabljati predvsem iz prakti¢nih razlogov, preucevala je namrec probleme,
povezane z zemljemerstvom (ime geometrija je grskega izvora in sicer iz besed yn (ge = Zemlja)
in uetpia (metria = merjenje). Znanje geometrije jim je koristilo tudi pri postavljanju

veli¢astnih svetis¢ in pri gradnji piramid.

Slika 1: Piramide v Egiptu (vir: https://sl.wikipedia.org/wiki/Piramida, 26. 12. 2017)

O staroegipcanski geometriji izvemo najvec iz dveh ohranjenih papirusov:

e Rhindtov papirus, ki se imenuje po angleskem egiptologu, je napisal pisar Ahmes
priblizno 1600 pr. n. st.

e Mo, moskovski papirus, ki ga hranijo v Moskvi, je bil napisan 1859 pr. n. st.
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EgipCani geometrije niso obravnavali kot znanost, vendar so Ze znali izraCunati prostornino
krogle, poznali so prisekano piramido in vedeli so, da je trikotnik s stranicami dolgimi 3,4 in 5

enot pravokoten.

Tudi babilonska geometrija je bila prakticne narave. Babilonci so prvi razdelili krog na 360

enakih delov, znali pa so izraCunati tudi plos¢ino trikotnika, kroga, valja itd.

Starogrski matematiki so se geometrije, za razliko od Babiloncev, lotili veliko bolj znanstveno.
Tales je prenesel znanje, ki so ga usvojili Babilonci, v Gr¢ijo. Prav zato ga imenujejo tudi oce

grske matematike.

Slika 2:  Tales (vir: https://sl.wikipedia.org/wiki/Tales, 26. 12. 2017)

Kasneje je znanje grskih matematikov dopolnil in objavil Evklid ter geometrijo s tem postavil
na aksiomatske temelje, ki so vzdrzali vec kot 2000 let (do leta 1899). Evklidovi »Elementi« so

kasneje postali temeljno delo geometrije.

10
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Slika 3: Evklid (vir: https://sl.wikipedia.org/wiki/Evklid, 27. 12. 2017)

Arhimed je eden izmed najbolj znanih matematikov, fizikov, izumiteljev. Njegova odkritja in
izumi: Arhimedov zakon, Arhimedov vijak in toplotni Zarek. Na podro¢ju matematike je

raziskoval merjenje kroga, kvadratni koren Stevila 3, kroglo in valj ...

Slika 4: Arhimed (vir: https://velikimatematicari.wordpress.com/2014/03/08/arhimed/, 27.
12.2017)

11
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Leta 1899 je nemski matematik David Hilbert popravil in moderniziral Evklidove aksiomske

temelje geometrije ter jih objavil v knjigi »Osnove geometrije«.

Slika 5: David Hilbert (vir: https://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert, 29. 12. 2017)

12
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1.3.2 Trikotniki

Trikotnik je geometrijski lik, ki je dolocen s tremi tockami, ki ne leZijo na isti premici.

Stranice so daljice, ki povezujejo sosednji oglis¢i, oznacujemo z malimi tiskanimi ¢rkami a, b in
c. Vsi notranji koti trikotnika merijo skupaj 180°, vsi zunanji koti pa 360°. Trikotnike razvrs¢amo

glede na dolzine njihovih stranic ter velikosti notranjih kotov.

Glede na dolZine stranic lo¢imo raznostranicni trikotnik, enakokraki trikotnik, enakostranicni

trikotnik (ali pravilni trikotnik).

ﬁ'. c B A I "B

=
ws]

Slika 6: Trikotniki glede na dolZine stranic — od leve: raznostranicni, enakostranicni in

enakokraki (vir: avtor)

V trikotniku je nasproti daljSe stranice vedno vecji notranji kot, za stranice pa velja trikotnisko

pravilo, ki pravi:

Vsota dolzin dveh stranic v trikotniku mora biti ve¢ja od dolzine tretje stranice.

a+b>c a+c>bhb b+c>a

Glede na velikost notranjih kotov lo€¢imo ostrokotni trikotnik, pravokotni trikotnik in topokotni

trikotnik.

13
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Slika 7: Trikotniki glede na velikosti notranjih kotov — od leve: ostrokotni, pravokotni in

topokotni trikotnik (vir: avtor)

1.3.2.1 Obseg in ploscina trikotnika

Kadar govorimo o geometrijskih likih, imamo poleg oblike velikokrat opraviti tudi z njihovimi
merami oziroma 'velikostjo'. Pri tem imamo pogosto opravka tudi s koli¢inami, ki jih
neposredno ne izmerimo (obseg, ploscina), ampak jih s pomocjo izmerjenih koli¢in (dolZine

stranic, visin, velikosti kotov) izraCunavamo.

Kadar Zelimo izra¢unati obseg (o) trikotnika, moramo poznati dolZine vseh treh stranic (a, b, c):

o=a+b+ec.

Za izra€un plosc¢ine trikotnika moramo poznati dolZzino vsaj ene stranice ter viSino (v) na to

. a:
stranico: p = 2 = 2 = >

Glede na vrste trikotnikov lahko ta dva obrazca za posamezno vrsto nekoliko izpeljemo, velja

pa dejstvo, da sta zgoraj zapisana obrazca uporabna za vse vrste trikotnikov.

14
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1.3.2.1.1 Enakostranicni trikotnik

Trikotnik je enakostrani¢en, kadar so vse tri stranice med seboj skladne
(a = b = c). Posledica skladnih stranic so skladni notranji koti enakostrani¢nega trikotnika (in

obratno), torej vsak notranji kot meri natanko 60° (¢ = =y = 60°).

Slika 8: Enakostranicni trikotnik (vir: avtor)

Enakostrani¢ni trikotnik (ali pravilni trikotnik) je pravilni veckotnik z najmanj oglis¢i

(stranicami, koti).

Obrazec za obseg enakostrani¢nega trikotnika lahko zaradi skladnosti stranic torej zapiSemo:

o= 3-a.

Obrazec za plos¢ino enakostrani¢nega trikotnika lahko izpeljemo s pomocjo Pitagorovega

2
izreka in dobimo: p = af.

15
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1.3.2.1.2 Enakokraki trikotnik

Trikotnik je enakokrak, kadar ima dve skladni stranici, ki ju imenujemo kraka (a = b). Tretjo
stranico imenujemo osnovnica. V trikotniku velja, da nasproti daljSe stranice leZi vecji kot.

Posledi¢no sta kota, ki leZita ob osnovnici enakokrakega trikotnika, skladna (@ = f).

Slika 9: Enakokraki trikotnik (vir: avtor)

Zaradi skladnosti stranic (krakov) enakokrakega trikotnika lahko obrazec za obseg izpeljemo v

obliko: 0 = 2a + c.

Plos¢ino racunamo po sploSnem obrazcu, ki velja za vse trikotnike in je zapisan v poglavju

1.3.2.1.

16
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1.3.2.1.3 Pravokotni trikotnik

Trikotnik je pravokoten, kadar en njegov notranji kot meri natanko 90°.

8]

Slika 10: Pravokotni trikotnik (vir: avtor)

V pravokotnem trikotniku stranice poimenujemo Se s posebnimi izrazi. Krajsi stranici sta kateti
(po dogovoru sta to navadno stranici a in b), najdaljsa stranica pa se imenuje hipotenuza (c).
S pomocdjo Pitagorovega izreka lahko v pravokotnem trikotniku iz znanih dolzin dveh stranic

izratunamo dolZino tretje stranice: ¢ = a? + b2.

V sploSnem so dolZine stranic pravokotnega trikotnika razli¢ne, zato uporabimo obrazec za
obseg: 0 = a + b + c. Kadar je pravokotni trikotnik enakokrak, lahko seveda uporabimo tudi

obrazec, ki smo ga zapisali pri enakokrakem trikotniku: o = 2a + c.

Pri izracunu plos¢ine lahko upostevamo, da sta kateti hkrati ena drugi visini, zato ploscino

. oy ‘b
pravokotnega trikotnika izraCunamo: p = aT

17
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1.3.2.2 Kdaj sta obseg in ploscina razlicnih trikotnikov enaka?

Obseg prvega trikotnika bo enak obsegu drugega trikotnika, ko bo vsota dolZin stranic prvega
trikotnika enaka vsoti dolZin stranic drugega trikotnika (a; + by + ¢ = a, + by + ¢3).
Ploscini obeh trikotnikov bosta zagotovo enaki, ko bosta imela oba trikotnika enako vsaj eno

stranico ter viSino na to stranico.

H. [0 a

Slika 11: Plosc¢insko enaki trikotniki (vir: avtor)

1.3.3 Stirikotniki

MnozZico tock v ravnini, ki je omejena s stirimi daljicami, imenujemo Stirikotnik.

Ko sliS$imo izraz Stirikotnik, imamo nehote pogosto pred o¢mi pravokotnik ali kvadrat, ki pa Se
zdale€ ne predstavljata stirikotnikov nasploh. 'Druzina’ Stirikotnikov je veliko vecja in pestrejsa,

kot zgolj pravokotniki in kvadrati.

Zgoraj zapisana definicija daje oblikam Stirikotnikov neskonéne moZnosti. Vendarle pa je nekaj

lastnosti skupnih vsem Stirikotnikom:

e imajo Stiri stranice (daljice, ki jih omejujejo),
e imajo Stiri oglisca,

e vsota vseh notranjih kotov je 360°,

e vsota vseh zunanijih kotov je 360°,

e imajo po dve diagonali (|AC| = ein |[BD| = f).

18
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Glede na velikosti notranjih kotov lahko Stirikotnike lo¢imo na izbocene (vsi koti manjsi od

180°) in vdrte (en kot vecji od 180°).
Glede na medsebojne lege stranic lahko Stirikotnike razdelimo na:

e trapezoide, ki nimajo vzporednih stranic (slika 12),
e trapeze, kiimajo en par vzporednih stranic (slika 13) in

e paralelograme, ki imajo dva para vzporednih stranic (slika 14).

NN

Slika 12: Trapezoid (vir: avtor)

Slika 13: Trapez (vir: avtor)

Slika 14: Paralelogram (vir: avtor)

19
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Obseg poljubnega stirikotnika je vsota dolzin vseh njegovih stranic: o =a+ b+ c +d. Za
posamezne Stirikotnike lahko ta obrazec preoblikujemo glede na lastnosti posameznega

Stirikotnika.

PriizraCunavanju ploscine poljubnih Stirikotnikov si pomagamo z znanim obrazcem za plos¢ino
pravokotnika, iz katerega izpeljemo prakticno vse posamezne obrazce (tudi obrazec za
ploscino trikotnika smo pravzaprav izpeljali iz tega istega obrazca). SploSnega obrazca za

plos¢ino poljubnega Stirikotnika ne moremo zapisati.

1.3.3.1 Pravokotnik

Pravokotnik je paralelogram, ki ima skladne tudi vse Stiri notranje kote, vsak meri 90°.
Diagonali pravokotnika sta skladni in se razpolavljata. Pravokotnik je osno in sredis¢no

simetricen. Sredisce simetrije je v presecis¢u diagonal, osi simetrije pa sta simetrali dolzZine in

Sirine pravokotnika.

Obseg pravokotnika dobimo tako, da sestejemo dolZine posameznih stranic. Ce upotevamo

skladnost stranic, lahko splosni obrazec preoblikujemo: 0 = 2 (a + b).

Njegovo ploscéino izracunamo tako, da pomnoZimo dolzino (a) in Sirino (b) pravokotnika med

seboj:p = a- b.

b f
d d

A a B

Slika 15: Pravokotnik (vir: avtor)
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1.3.3.2 Kvadrat

Kvadrat je pravokotnik, ki ima vse stranice skladne. Torej ima skladne vse Stiri notranje kote
(90°). Diagonali sta skladni in se razpolavljata (saj je pravokotnik), Se vec, diagonali sta
pravokotni. Kvadrat je osno in sredis¢no simetri¢en lik. Osi simetrije je ve¢, sredis¢e simetrije
pa je v presecis¢u diagonal.

{1

a €1

Slika 16: Kvadrat (vir: avtor)

Plosc¢ino izracunamo enako kot pri pravokotniku, saj je kvadrat pravokotnik. Zaradi skladnosti

stranic lahko obrazec za plo¢ino zapisemo: p = a?.

Pri preoblikovanju obrazca za obseg kvadrata upostevamo skladnost vseh stranic: 0 = 4 - a.

1.3.3.3 Paralelogram

Paralelogram je Stirikotnik z dvema paroma vzporednih stranic. Nasprotni stranici sta skladni,
enako velja za nasprotna kota. Kota ob isti stranici sta suplementarna (skupaj merita 180°).
Diagonali se razpolavljata. Paralelogram je sredis¢no simetri¢en lik, preseciSc¢e diagonal je

sredi$ce simetrije.
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b

Slika 17: Paralelogram (vir: avtor)

Ker sta po dve in dve stranici skladni, kot pri pravokotniku, je obrazec enak kot za obseg

pravokotnika: 0 = 2 - (a + b).

Paralelogram lahko preoblikujemo v plos¢insko enak pravokotnik, kot kaze slika spodaj.
Plos¢ino paralelograma torej izraCunamo tako, da pomnoZimo stranico z njej pripadajoco

viSino:p = a - v,.

Slika 18: Preoblikovanje paralelograma v plos¢insko enak pravokotnik (vir: avtor)
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1.3.3.4 Deltoid

Deltoid je Stirikotnik, kiima dva para sosednjih skladnih stranic. Po dogovoru deltoid oznac¢imo
tako, da os simetrije poteka skozi oglis¢i B in D. Je torej osno simetricen lik; stranici, ki imata
skupno oglis¢e na osi simetrije, sta skladni. Diagonali sta pravokotni. Diagonala, ki leZi na
somernici, razpolavlja drugo diagonalo in notranja kota, skozi katera poteka (S in §). Preostala

notranja kota sta skladna (a = y).

b b

Slika 19: Deltoid (vir: avtor)

Ker sta po dve in dve stranici skladni, lahko obrazec za obseg poljubnega Stirikotnika

preoblikujemo za deltoid takole: 0 = 2 - (a + b).

Zaradi pravokotnosti diagonal lahko deltoid dokaj preprosto 'preoblikujemo' v pravokotnik in

izkaze se, da je ploscina deltoida enaka polovici produkta obeh diagonal: p = %
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\

’
N ,Y\ ’
Se_ .

Slika 20: Preoblikovanje deltoida v ploscinsko enak pravokotnik (vir: avtor)

1.3.3.5 Romb

Romb je deltoid in hkrati tudi paralelogram, ki ima vse stranice enako dolge. Ima dva para
vzporednih stranic. Ker vemo, da je romb deltoid, vemo, da sta njegovi diagonali pravokotni,
ker je paralelogram, pa se diagonali tudi razpolavljata. Nasprotna notranja kota sta skladna,
sosednja notranja kota pa suplementarna. Romb je osno in sredis¢no simetrien. Sredisée

vev v

simetrije je presecisce diagonal, osi simetrije pa sta obe diagonali.

D a c

Slika 21: Romb (vir: avtor)
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Zaradi skladnosti stranic lahko obrazec za obseg zapiSemo enako kot pri kvadratu: o = 4 - a.

Ker je romb deltoid, lahko uporabimo za izracun plos¢ine enak obrazec kot za deltoid:

ef
p=--

Ker pa je romb hkrati tudi paralelogram, lahko uporabimo za izra¢un ploscine tudi obrazec, ki
smo ga zapisali Ze pri paralelogramu: p = a - v,.

V obeh primerih je preoblikovanje romba v plos¢insko enak pravokotnik enako kot v Ze
predstavljenih preoblikovanjih deltoida oziroma paralelograma v plos¢insko enaka

pravokotnika.

1.3.3.6 Trapez

Stirikotnik, ki ima en par vzporednih stranic, imenujemo trapez. Vzporedni stranici imenujemo
tudi osnovnici (a in c), preostali dve stranici pa kraka (b in d). ViSina trapeza je razdalja med

nosilkama osnovnic.

Slika 22: Trapez (vir: avtor)

Trapez, ki ima kraka skladna (b = d), imenujemo enakokraki trapez. Ta je osno simetricen, os
simetrije razpolavlja njegovi osnovnici. Kota ob osnovnici sta skladna (@ = f in y = §). Tudi

diagonali enakokrakega trapeza sta skladni.
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d=1b b

i

A a B

Slika 23: Enakokraki trapez (vir: avtor)

Obseg trapeza je vsota dolzin njegovih stranic, torej: 0o =a+ b + c + d.

Za enakokraki trapez lahko obrazec izpeljemo v obliko: o =a+2-b + c.

Za izracun plosc¢ine trapez preoblikujemo v pravokotnik. Najprej ga preloZzimo po srednjici,

daljici, ki povezuje razpolovis¢i obeh krakov: s = aTﬂ Z nekaj preoblikovanja dobimo, da je

vve. a+c
plos¢ina trapeza:p = s v = —

o
*o
O
o

/ |
& .

\ vV
A N R4 vVOB A B

Slika 24: Preoblikovanje trapeza v plos¢insko enak pravokotnik (vir: avtor)
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2 METODOLOGIUA DELA

Pri raziskovanju smo uporabili naslednje metode:

e metoda raziskovanja pisnih virov,

e metode graficnih ponazoritev (graficne ponazoritve s pomocjo racunalniskega
programa za dinami¢no geometrijo GeoGebre),

e racunanje,

e sklepanje,

e nacrtovanje,

e Opazovanje.
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3 REZULTATI

Raziskovalni problem (Ali lahko poljubni Stirikotnik spremenimo v ploscinsko enak trikotnik?)
nas je takoj pritegnil in nasa prva ideja je bila, da se naloge lotimo ra¢unsko. Kljub poznavanju
obrazcev za rac¢unanje ploscin stirikotnikov in trikotnikov smo kmalu ugotovili, da bi bil tak
nacin reSevanja zastavljenega problema precej zapleten in predvsem zamuden. To nas je

napeljalo, da se problema lotimo drugace, geometrijsko.

3.1 Kvadratu plos¢insko enak trikotnik

Recimo, da je »poljubni« Stirikotnik kvadrat. V tem primeru je problem dokaj hitro in

enostavno resen.

Dan je kvadrat ABCD. NariSimo diagonalo (AC), ki kvadrat razdeli na dva skladna trikotnika
(slika 25).

Slika 25: Kvadrat ABCD z vrisano diagonalo AC (vir: avtor)

Ce bi kvadrat razrezali po narisani diagonali in trikotnika ustrezno znova sestavili, dobimo

enakokraki trikotnik (sliki 26 in 27).
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A B =
Slika 26: Preoblikovanje kvadrata ABCD v ploscinsko enak trikotnik AEC (vir: avtor)

C

Slika 27: Trikotnik AEC, ki je ploscinsko enak prvotno danemu kvadratu (vir: avtor)

Ce je torej vprasanje, kako kvadrat preoblikujemo v plos¢insko enak trikotnik, problem sploh
ni tako zelo zapleten. Nacrtovalno to naredimo tako, da trikotnik ABC prezrcalimo ez stranico
BC. Ker toc¢ki B in C lezita na osi zrcaljenja, sta negibni (prezrcalita se sami vase). Torej
moramo dejansko prezrcaliti le tocko A (v tocko E) €ez stranico BC. Tako dobimo enakokraki

trikotnik AEC, ki je plos¢insko enak prvotnemu kvadratu.
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3.2 Poljubnemu stirikotniku plosc¢insko enak trikotnik

Podobno, kot smo preoblikovali kvadrat, lahko preoblikujemo tudi pravokotnik v plos¢insko
enak trikotnik. Razmislek je povsem enak. Kaj pa, Ce Stirikotnik ni pravokotnik, kaj, ¢e je

Stirikotnik trapezoid? Potem preoblikovanje na zgoraj opisan nacin ni mogoce.

Poljubni Stirikotnik diagonala razdeli na dva trikotnika. Ta trikotnika v sploSnem nista skladna,
zagotovo imata sicer eno skupno, torej tudi skladno, stranico. Vendar nam vse navedeno Se

ne pomaga resiti problema.
Poglejmo si, kako preoblikujemo poljubni Stirikotnik v plosc¢insko enak trikotnik.

Dan je trapezoid ABCD. Vrisimo mu diagonalo (BD).

D

Slika 28: Trapezoid ABCD z vrisano diagonalo BD (vir: avtor)

Spomnimo se, da Ce se trikotnika ujemata v eni stranici in viSini na to stranico, imata zagotovo

enaki plos¢ini. To dejstvo bomo s pridom uporabili. NariSimo nosilko stranice AB.

Slika 29: Trapezoid ABCD z vrisano diagonalo BD in narisano nosilko stranice AB (vir: avtor)
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Ce 7elimo ohraniti ploi&ino $tirikotnika, ali lahko trikotnik BCD preoblikujemo, ne da bi mu
spremenili plos¢ino? NariSimo vzporednico z diagonalo BD skozi oglis¢e C. Plos¢ina trikotnika
BCD se ne bo spremenila, ne glede na to, kje na narisani vzporednici lezi toc¢ka C, saj se viSina
na stranico BD v tem primeru ne spremeni, stranica BD prav tako ostaja nespremenjena.

Presecisce nosilke stranice AB in vzporednice ozna¢imo z E.

BD||CE

Slika 30: Trapezoid ABCD z diagonalo BD, nosilko stranice AB, vzporednico k diagonali BD skozi

Cin preseciscem te vzporednice in nosilke stranice AB (vir: avtor)

Trikotnika BCD in BED imata enaki ploscini, saj se ujemata v stranici BD in viSini na to

stranico.

BD||CE

Slika 31: Plosc¢insko enaka trikotnika BCD in BED (vir: avtor)
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Taksno preoblikovanje nam Ze ponuja resitev. Trikotnik ABD je ostal povsem nespremenjen,
trikotnik BCD pa smo preoblikovali v ploscinsko enak trikotnik BED. Zdaj trikotnika ABD in

BED sestavljata trikotnik AED, ki je plosCinsko enak prvotnemu Stirikotniku ABCD.

BD||CE

A B

Slika 32: Stirikotniku ABCD ploscinsko enak trikotnik AED (vir: avtor)

Na opisan nacin lahko preoblikujemo poljubni stirikotnik v plo$¢insko enak trikotnik.

Zapisano in razloZzeno smo preverili tudi s pomocjo programa za dinami¢no geometrijo
GeoGebra, v katerem smo narisali konstrukcijo po zgoraj opisanih korakih. V prikaz smo dodali
Se izpise plos¢in in nato z metodo poskusanja spreminjali izhodis¢ni Stirikotnik. PloScini
stirikotnika ABCD in trikotnika AED sta se pri tem, kot pricakovano, med seboj vedno ujemali.
Resitev nasega problema ni enoli¢na, pa¢ pa nas enak postopek pripelje do osmih razli¢nih,

ploscinsko enakih trikotnikov. Prva resitev je prikazana zgoraj (slika 32), vse ostale pa na slikah

spodaj.
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BD||CE,

A\ =g

Slika 34: Stirikotniku ABCD plosc¢insko enak trikotnik BCE3 (vir: avtor)
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BD|| AE,

Slika 36: Stirikotniku ABCD plosc&insko enak trikotnik DAEs (vir: avtor)
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D AC|| BEs

Slika 37: Stirikotniku ABCD plos¢insko enak trikotnik CDEs (vir: avtor)

AC || DE;

A' &
/EY B

Slika 38: Stirikotniku ABCD ploscinsko enak trikotnik BCE7 (vir: avtor)

AC || DEs

A

Slika 39: Stirikotniku ABCD ploscinsko enak trikotnik ABEs (vir: avtor)
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3.3 Poljubnemu trikotniku ploscinsko enak stirikotnik

Pri preoblikovanju poljubnega trikotnika v plos¢insko enak Stirikotnik smo hitro ugotovili, da
bo reSitev v tem primeru zagotovo vec. Zakaj? Poglejmo si, kako poljuben trikotnik
preoblikujemo v plos¢insko enak Stirikotnik. Pri tem si pomagamo z razmislekom o
preoblikovanju, ki smo ga opisali v prejSnjem poglavju.

Naj bo dan trikotnik ABC. Na eni od stranic si izberemo tocko T in jo poveZzemo z nasprotnim
oglis¢em. Mi smo izbrali tocko T na stranici BC, tako bosta oglis¢i nasega nastajajoCega
Stirikotnika oglis¢i A in B, tretje ogliSce je pravkar izbrana tocka T.

C

Slika 40: Trikotnik ABC s poljubno izbrano tocko T na stranici BC in daljico, ki tocko T povezuje

z nasprotnim oglis¢em (vir: avtor)

Nato nariSemo vzporednico k daljici AT skozi oglis¢e C.
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Slika 41: Trikotnik ABC z vrisano daljico AT in vzporednico s to daljico skozi oglisce C (vir: avtor)

Na vrisani vzporednici si izberemo poljubno tocko S, razli¢éno od tocke C. Tocka S prav tako ne

vev v

sme biti presecis¢e med narisano vzporednico in nosilko daljice AB. Izbrana tocka je Cetrto

oglisce Stirikotnika ABT'S, ki je ploscinsko enak trikotniku ABC.

A B

Slika 42: Trikotnik ABC in njemu plosc¢insko enak stirikotnik ABTS (vir: avtor)

Ker si to¢ko T izberemo kjerkoli na eni od stranic trikotnika, so moznosti za njen izbor
neskoncéne. Podobno je s tocko S, ki mora lezati na vzporednici k daljici, ki tocko T povezuje z

nasprotnim oglis¢em, le z oglis¢em trikotnika, skozi katero gre vzporednica, ne sme sovpadati

37



Stirikotnik in njemu plos¢insko enak trikotnik

in ne sme lezati na presecis¢u vzporednice z nosilko stranice trikotnika (stranice, ki lezi

nasproti oglis¢u skozi katerega gre vzporednica). Resitev je tako neskoncno dosti.

vev v

Zakaj moramo izloc¢iti moznost, da bi tocka S sovpadala s toc¢ko C oziroma presecis¢em nosilke
stranice AB in vzporednice k daljici AT skozi to¢ko C? V obeh primerih bi sicer dobili trikotnik.
V prvem primeru trikotnik ABS, ki je skladen s prvotnim trikotnikom ABC, v drugem primeru

pa trikotnik BT'S, ki je sicer plos¢insko enak prvotnemu trikotniku, ni pa z njim skladen.

3.4 Poljubnemu petkotniku ploscinsko enak trikotnik

Kaj pa, e je dan poljuben petkotnik, ali bi znali le-tega preoblikovati v plos¢insko enak
trikotnik? Seveda, to zdaj ni vec tezava. Razmislek je precej podoben kot pri preoblikovanju
Stirikotnika, le da je potrebno zdaj postopek dvakrat ponoviti. Najprej petkotnik
preoblikujemo v plosc¢insko enak Stirikotnik, potem pa po Ze opisanem postopku Se dobljeni

Stirikotnik v plosc¢insko enak trikotnik.

Naj bo dan poljuben petkotnik ABCDE. Danemu petkotniku vri$emo eno diagonalo?!, mi smo

vrisali diagonalo BD.

Slika 43: Petkotnik ABCDE in vrisana diagonala BD (vir: avtor)

1 Resitev je veg, ker lahko postopek analogno prenesemo glede na to, katero diagonalo narisemo.
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Z vrisom diagonale smo petkotnik razdelili na Stirikotnik in trikotnik. Ker vemo, da imata
trikotnika s skladnima osnovnicama in visSinama na ti osnovnici enaki ploscini, lahko trikotnik
BCD preoblikujemo v plos¢insko enak trikotnik BFD in dani petkotnik v plos¢insko enak

stirikotnik AFDE.

Slika 44: Petkotnik ABCDE in njemu ploscinsko enak Stirikotnik AFDE (vir: avtor)

Zdaj po Ze opisanem postopku dobljeni stirikotnik preoblikujemo v plos¢insko enak trikotnik.

Slika 45: Petkotnik ABCDE, njemu ploscinsko enak stirikotnik AFDE in njemu plosc¢insko enak
trikotnik AGE (vir: avtor)
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Povsem analogno lahko razmisljamo, ¢e je dan poljuben Sestkotnik. V tem primeru najprej
Sestkotnik preoblikujemo v plos¢insko enak petkotnik (1. korak), tega nato v plos¢insko enak
Stirikotnik (2. korak) in le-tega Se v plos¢insko enak trikotnik (3. korak). Za preobrazbo

Sestkotnika potrebujemo torej 3 korake.

Podobno lahko razmislimo, da bi za preobrazbo poljubnega sedemkotnika v plos¢insko enak

trikotnik potrebovali $tiri korake. Za poljubni n-kotnik bi potrebovali (n — 3) korakov.
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4 ZAKLIUCEK

Celotno nalogo smo »izpeljali« iz preprostega vprasanja, ki se nam je utrnilo med poukom
matematike: »Ali lahko Stirikotnik preobrazimo v njemu ploscinsko enak trikotnik?«. To nas je
na zacetku strasilo, saj se nam je zdelo, da naloga zgolj na enem preprostem vprasanju ne
more »stati«. Zato smo Se posebej ponosni na kon¢ni izdelek, ki dokazuje nas napredek in

potrjuje nasa novo pridobljena znanja.

Izmed vej matematike, ki smo jih do sedaj spoznali, sta nam ra¢unanje oziroma aritmetika in
algebra najmanj pri srcu. Tudi zato smo upali, da bomo pri reSevanju zastavljenega problema

nasli pot, ki bo zaobsla racunsko delo.

Skozi raziskovalno pot smo ugotovili, da je Stirikotnik mogoce preobraziti v plos¢insko enak
trikotnik in s tem potrdili naso prvo hipotezo, ki pravi, da je poljuben Stirikotnik mogoce
preoblikovati v plos¢insko enak trikotnik. To smo naredili povsem geometrijsko. Pri tem smo
upostevali Stevilna, nam Ze prej znana, dejstva o lastnostih trikotnikov in Stirikotnikov ter
njihovih plos¢in. Se najbolj pomembno za naso resitev je dejstvo, da imata trikotnika s

skladnima osnovnicama in skladnima viSinama na ti osnovnici tudi enaki ploscini.

Preden smo zaceli resno iskati reSitev zastavljenega problema, smo predvideli, da bo resitev
ena sama. Predvidevali smo, da, ¢e Stirikotnik Ze lahko preobrazimo v plos¢insko enak
trikotnik, lahko to storimo na en sam nacin, ki vrne le eno samo resitev. To hipotezo smo ovrgli,

saj se je izkazalo, da je razli¢nih resitev kar osem.

Kmalu smo se zaceli sprasevati, ali bi v »obratnem« postopku lahko preobrazili trikotnik v
njemu ploscéinsko enak stirikotnik. S premislekom smo prisli do resitve; Se ve¢, prisli smo do
neskoncéno veliko resitev. Tako smo potrdili hipotezo 3, ki pravi, da lahko tudi poljubni

trikotnik preobrazimo v plos¢insko enak Stirikotnik.

Seveda nas je kmalu zacelo zanimati, kaj bi se zgodilo, ¢e izhodis¢ni poljubni Stirikotnik
nadomestimo s poljubnim veckotnikom. Ugotovili smo, da je na podoben naéin mozno
preobraziti katerikoli veckotnik v plosc¢insko enak trikotnik. Postopek, ki smo ga uporabili pri

preobrazbi poljubnega stirikotnika v ploséinsko enak trikotnik, smo morali le veckrat ponoviti.
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Tako smo postopoma zmanjSevali Stevilo oglis¢ izhodis¢nega veckotnika, v vsakem koraku za
eno ogli$¢e. Za preobrazbo poljubnega n-kotnika potrebujemo (n — 3) ponovitev analognega
postopka. S tem smo ovrgli naso peto hipotezo, ki pravi, da poljubnega veckotnika ni mozno

preobraziti v plos¢insko enak trikotnik.

5 DRUZBENA ODGOVORNOST

Druzbeno odgovornost razumemo kot moZnost izboljSanja nasega okolja ter druzbe, v kateri
zivimo in delujemo. Namen celotnega ustvarjanja raziskovalnih nalog je, po nasem mnenju,
Sirjenje nasih obzorij, znanja ter sprejemanju vseh odgovornosti, ki jih zahteva potek dela. Z
nasim raziskovanjem Zelimo mladino ter tudi odrasle ljudi spodbuditi h globljem razmisljanju
o matematiki. Seveda je na$ glavni namen raziskovanja Sirjenje lastnih obzorij. Ni pa
zanemarljivo tudi dejstvo, da s prenasanjem znanja na ljudi okoli nas Sirimo tudi obzorja le-
teh. Zgolj uc¢enje z radovednostjo ter Zeljo po znanju se s¢asoma spremni v raziskovanje, ki

bogati nase znanje z novimi dognaniji, do katerih pri rednem pouku obi¢ajno ne pridemo.

Z raziskovalno nalogo smo Zeleli nase novo pridobljeno znanje deliti tudi z nasimi sovrstniki,
zato smo jim raziskovalno nalogo tudi predstavili. S tem smo dosegli razpravljanje o
matematiki tudi med nasimi sosolci. Seveda pa ne smemo pozabiti tudi na naso osebno rast,
ki smo jo skozi raziskovanje obogatili z novimi spoznanji o odgovornosti, organiziranosti ter

strasti do raziskovanja in odkrivanja novih stvari.
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6.1 Spletni viri

Piramide v Egiptu (slika 1) - https://sl.wikipedia.org/wiki/Piramida

Tales (slika 2) - https://sl.wikipedia.org/wiki/Tales

Evklid (slika 3) - https://sl.wikipedia.org/wiki/Evklid

Arhimed (slika 4) - https://velikimatematicari.wordpress.com/2014/03/08/arhimed/

David Hilbert (slika 5) - https://en.wikipedia.org/wiki/David Hilbert
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