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1. Povzetek

Vemo, da lahko v kvadrat vértamo krog tako, da se dotika vseh stranic kvadrata. Primer
takega problema je razporeditev plocevink, kjer plocevinke z okroglim dnom razporedimo
tako, da je plos¢ina ploskve, na kateri stojijo, ¢im manjsa. V raziskovalni nalogi nas je
zanimalo, kako v enakostraniéni trikotnik in kvadrat vértamo vec kot en krog. Pri tem morajo
biti polmeri vseh krogov enaki. Kaksna je razporeditev krogov in polmeri krogov, da pokrijejo
najvecjo mozno ploscino izbranega lika?




2. Uvod

Krog je lik, omejen s kroZnico. Krog je dolo¢en s polmerom, r. Ce poznamo polmer kroga,

lahko izratunamo obseg, 0 = 27rr in plos&ino, p = mr? kroga (slika 1).

Slika 1

Vcrtati krog v lik pomeni, da v dani lik na¢rtamo krog tako, da je srediSce kroga v liku in se
krog s kroZnico dotika stranic lika. Nacrtamo najvecji mozni krog. Vsakemu pravilnemu liku,
ki ima skladne vse stranice in enake velikosti vseh notranjih kotov lahko vedno vértamo krog
(slika 2). Prikazani so primeri vértanega kroga v enakostrani¢ni trikotnik, kvadrat in pravilni

Sestkotnik.

O E .

Polmer kroga, vértanega v kvadrat je % , Ce je a dolzina stranice kvadrata. Polmer kroga

Y gy . v . . aV3 . -
vértanega v pravilni Sestkotnik z dolZzino stranice a je — . saj je polmer enak visini

enakostrani¢nega trikotnika (slika 3).

(1
“ Slika 3

V nadaljevanju predstavimo, kako v enakostranicni trikotnik in kvadrat vértamo vec skladnih

krogov. Razis¢imo moznosti in polmere teh krogov.




3. Krogi v enakostranicnem trikotniku

V nadaljevanju bomo skladne kroge vértali v enakostranicne trikotnike. Krogi imajo najvecjo
mozno ploscino, dotikajo se naj stranic trikotnika oziroma med seboj. DolZina stranice

trikotnika je a.
3.1 En krog

Na sliki 4 je prikazan enakostranicen trikotnik z enim vértanim krogom s sredis¢em S;. Krog

se dotika vseh stranic trikotnika.

\,  Slika4

o

V enakostraniénem trikotniku je polmer kroga enak tretjini viSine enakostrani¢nega
trikotnika. Kar lahko pokazemo z opazovanjem podobnih trikotnikov, v katerih so enakolezne

stranice v enakem razmeriju (slika 5).

Slika 5

Trikotnik ATS je podoben trikotniku TCA, saj imata oba skladne kote, en kot je pravi kot, en

60° in en 30°. Pari enakoleZnih stranic so AT in TC, TS in AT ter AS in AC. Ker je |AT| = %,

TS| =71, |TC| = %g zapiSemo razmerje |AT|:|TC| = |TS|:|AT| , oziroma %%g = r:% .
2
Ker je produkt zunanjih €lenov enak produktu notranjih ¢lenov, je r-aTﬁ = a: . lzrazimo

S remenl'ivkor—az'aﬁ— 2 _ a3
P ) T4 2 T 243 6




. 3
Polmer kroga je zator = = = i

2V3 6
Plosc¢ino trikotnika zapiSemo # ali % .
Obseg trikotnikazapiSemo 3a.
av3 av3 _ a?

Plod¢ina kroga jenmr? =m+—+— =
6 6 12

Obseg kroga je 2nr = %5. 21 = a—\/in .

Ploscina dela trikotnika, ki ga ne prekriva krog, je razlika med plos¢ino trikotnika in ploscino
a?y3 ma? _ 3a%¥3  ma? _ 3a%V3-ma? _ (3V3-m)-a?
4 12 12 12 12 12
(3V3-m)-a?
36 )

kroga

Velikost plos¢ine enega dela je

tretjina te razlike,

3.2 Trije krogi

V enakostrani¢ni trikotnik lahko vértamo tri skladne kroge, z najvecjim moznim polmerom
(slika 6), ki se dotikajo stranic trikotnika in med seboj. Zanima nas polmer enega izmed
krogov. Sredis¢a vértanih skladnih krogov so oznadena s Sy, S, in S3 . Ce naértamo lik 515,53
dobimo manjsi enakostranicni trikotnik s stranico 2r.

Slika 6
Polmer kroga Zelimo zapisati z dolZino stranice trikotnika, a. Opazujemo trikotnik ADS, ki je
podoben trikotniku AMC. Oba imata skladne kote (slika 7).

o

S

A TopMa & Slika 7

V podobnih trikotnikih je razmerje enakoleznih stranic (nasproti skladnim kotom) enako.

. .. s iy . . . 3
Tako je x: |[CM| =7 % Daljica CM je viSina enakostrani¢nega trikotnika z viSino % Iz

sorazmerija je az—x = %ﬁ, po krajéanju je x = V3.




Enakostranicni trikotnik je osno simetricni lik, zato je
a=2x+2r=2r\/§+2r=2r(\/§+1).

. . . _ a
Polmer enega izmed skladnih krogov je r = 2B

2

v vve ma
Z znanim polmerom lahko zapiSemo plosc¢ino enega kroga, ——.
p p p g ga, TSN

3.3 Sest krogov

Po poskusih in razmisleku ugotovimo, da je naslednja moZnost vértanja Sest skladnih krogov.
Ob en stranici so trije, nad njimi dva in nato Se en krog (slika 8).

C

Slika 8

Spet je trikotnik ADS; podoben trikotniku AMC. Oba imata skladne kote (slika 8). Zapisemo
sorazmerje enakoleznih stranic x:|CM| = r:% . Tako kot v primeru vértanja treh krogov

zapis$emo x =1rV3. Iz enakosti a =2x+4r =2rV/3+4r =2r(¥3+2) je polmer

a

2(V3+2) °

vértanega krogar =

3.4 Deset krogov

V nadaljevanju ob eni stranici naértamo Sstiri skladne kroge, nad njimi tri skladne kroge, nato
dva in Se enega (slika 9). Skupaj je torej deset skladnih krogov v trikotniku. Glede na zgornje
primere tudi v tem primeru po enakem razmisleku zapisemo dolzino x = V3 . Iz enakosti

a = 2x + 6r = 2rv3 + 61 = 2r(V/3 + 3) izrazimo polmer r = —2(\/;3) .




Slika 9

3.5 Trikotniska Stevila

V enakostranicni trikotnik lahko vértamo 1, 3, 6, 10 krogov. Zapisano je zaporedje trikotniskih
Stevil. Zaporedje se zacne s Stevilom 1 (+2), 3 (+3), 6 (+4), 10 (+5), 15 (+6), 21 ... Trikotniska
Stevila so vsote prvih n naravnih Stevil. Peto trikotnisko Stevilo je Stevilo 15. Je vsota prvih
petih naravnih Stevil (1 +2 + 3 + 4 + 5 = 15). Ob eni stranici na¢rtamo pet krogov, nad njimi

Vs . . . . . . _ a
Stiri, nato tri, dva in en krog. Polmer tega kroga bi zapisalir = I

Dvajseto trikotnisko Stevilo izraCcunamo z vsoto prvih dvajset naravnih Stevil (1 +2 +3 + ... +

n(n+1) _ 20-21

20), kar pa lahko izracunamo tudi s formulo = 210 . V enakostranicni trikotnik

lahko vértamo 210 skladnih krogov, ob eni stranici je dvajset krogov. Koliksen pa je polmer

enega kroga? ZapiSimo izracunane polmere v preglednico (tabela 1).

Zaporedno $tevilo, n | Stevilo vértanih krogov Polmer kroga
(trikotniSka Stevila)
1 1 a3 _a
6 23
2 3 a
2(V3+ 1)
3 6 a
2(V3+2)
4 10 - ;
e Tabela 1




Iz zapisov v tretjem stolpcu sklepamo, da ima vsak polmer kroga zapis oblike

a . v . . . v .
YT, kjer s k oznacimo spremenljivko. Opazimo, da je k vedno za ena manjsi kot je

v . . . v v . . _ a
zaporedno Stevilo. Za dvajseto trikotnisko Stevilo je polmer r = IR

2 _ 2V _ a3 kar je nasa izracunana vrednost. Polmer
203+0)  2v33 6’ ard '

Za prvo trikotnisko Stevilo je

enega izmed skladnih vértanih krogov v enakostranicni trikotnik izratunamo s formulo
—2  Pritem je a dolzina stranice trikotnika, n je izbrano trikotnisko Stevilo. Izbrano
2(3+(n-1))

trikotnisko Stevilo doloca, koliko skladnih krogov lahko vértamo v enakostraniéni trikotnik.

3.6 Se o krogih v enakostrani¢énem trikotniku

V enakostranicni trikotnik lahko vértamo tudi dva najvecja skladna kroga, vendar sta to lahko

dva od treh. Zanimivo je nacrtovanje Stirih skladnih krogov (slika 10).

foSo!

Krogi imajo sredis¢a S;, S,, S3 in S,. Vsakemu krogu lahko o¢rtamo enakostranicen trikotnik,

Slika 10 Slika 11

ki se dotika vseh njihovih stranic (slika 11). Stranica enega manjSega trikotnika je dolga %

Torej lahko uporabimo enak postopek, kot za en krog v trikotniku (slika 12).




.. . a @
Torej izvemo, da je polmer enega kroga: VAT

Zato je ploscina enega kroga: n(%)z in obseg: 271(%). Ploscino vseh delov trikotnika, ki jih

krogi ne prekrivajo pa izraCunamo tako da od ploscine trikotnika odstejemo plos¢ino vseh
Stirih krogov.

Na sliki 13 vidimo simetric¢no razporejenih sedem krogov v enakostrani¢nem trikotniku.

Slika 13 Slika 14
Krogi imajo sredis¢a Sy, S3, S3, S4, S5, Sg in S5. Narisali smo jih s pomocjo kvadrata in

manjSega enakostrani¢nega trikotnika (slika 14).

Slika 15

Visino trikotnika sestavlja Sest polmerov in viSina manjSega enakostrani¢nega trikotnika
(slika 15). Da izrazimo polmer krogov s stranico a, smo najprej izracunali visSino manjSega

trikotnika, katerega stranice so enake dolzini dveh polmerov. Visino manjsSega trikotnika n,

zapi$emo s Pitagorovim izrekom: V2r2 —r2 =n torej je n = rv/3. Vemo, da se viina

. . gy a3 . . . .. .
enakostrani¢nega trikotnika izracuna s formulo > kjer je z a oznacCena dolZina stranice

10



trikotnika. Ker je visina trikotnika vsota Sestih polmerov (6r) in visSine manjsega trikotnika

(rv/3), zapi$emo enacbo 61 + /3 = r(6 + \/§) = aT\/E Izrazimo polmer kroga

V3
= aV3 a3 _  aV3V3 _ 3a 3a a

— 2 — — — —
r=3 2(6+v3)  1242V3  V3(1242V3) 12346  3(4V3+2) 2+4V3

3.7 Preglednica moznosti

Prikazimo polmere vértanih krogov v preglednici (tabela 2). Nekako med zaporedno
zapisanimi polmeri krogov ne prepoznamo nobenega posebnega pravila.

Stevilo vértanih krogov Polmer kroga
1 a3 _a
6 2v3
3 a
2(V3+ 1)
4 a3
12
6 a
2(V3+2)
7 a
2+ 43
10 e
2(V3+3) Tabela 2

3.8 Ugotovitve

V enakostrani¢ni trikotnik lahko vértamo izbrano Stevilo skladnih krogov z najvecjo ploscino.
Ce vértamo katerokoli $tevilo krogov, ki je trikotniko (1, 3, 6, 10, 15...), lahko poveiemo

sredis¢a zunanjih krogov in dobimo manjsi enakostranicni trikotnik (slika 16).

A
VAR
A R

\

/ St i =S \

Slika 16
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Polmeri krogov se manjsSajo s Stevilom krogov, ki jih vértamo v trikotnik. Pri trikotniskih

Stevilih Stevila v¢rtanih krogov polmer kroga izracunamo kjer je n zaporedno

-t
2(/3+(n-1))’

trikotnisko Stevilo. Za n = 3 (tretje trikotnisko Stevilo), v€rtamo 6 krogovin je r = ﬁ .

V trikotnik lahko vértamo tudi tako Stevilo krogov, ki ne spada med trikotniska Stevila.
Prikazali smo primera za Stiri in sedem skladnih krogov. Vértamo pa lahko tudi 8 krogov

(slika 17), 11 krogov, 12 krogov ,13 krogov, 16 krogov itd.

Slika 17

Za vsakega izmed teh primerov je potrebno polmer kroga, zapisan s stranico trikotnika a,

posebej izracunati. Ne moremo vnaprej napovedati, kako je polmer izrazen s stranico.

V enakostranicen trikotnik pa sicer lahko vértamo tako Stevilo krogov, ki je za ena manjse od
poljubnega trikotniskega Stevila, vendar vedno preostane prostor za Se en krog (sliki 18 in

19). Polmer najveéjega mozZnega kroga pri vértanih dveh krogih je tako enak polmeru

vértanega kroga pri treh vcrtanih krogih.

/’\\\
/ hY
/N
VN
A \N
A\ / 7 AN
/N /N / \
[ l\\ /4, 2\ S N
< — 3\ o ~ .y
/ W, \ / \\ Ve \\T
N\ A N
A N\ / ",
,/I \ ’F‘ \\
/N RN

\
I
N\
/

slika 18 slika 19
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4. Krogi v kvadratu

V nadaljevanju bomo skladne kroge vértali v kvadrat. Krogi imajo najve¢jo mozno ploscino,

dotikajo se naj stranic kvadrata oziroma med seboj. Dolzina stranice kvadrata je a.

4.1 En krog

Na sliki 20 je prikazan kvadrat z enim vértanim krogom s sredis¢em S;. Krog se dotika vseh

stranic kvadrata.

s
N

Slika 20

V kvadratu je polmer enega kroga enak polovici dolZine stranice kvadrata. To lahko
dokaZzemo tako, da stranicam kvadrata nariSemo simetrale. Tako kvadrat razdelimo na Stiri

enako velike kvadrate, katerih stranice so dolge % (slika 21, 22). Ker je stranica kvadrata

v . a
enaka polmeru vértanega kroga, je r = 2

® Slika21 @ ® Slika 22

Ko smo dobili polmer kroga, pa lahko izraCcunamo tudi njegovo ploscino in obseg.

Plos¢ina kroga: n(g)z , obseg kroga: 2%71. Z izra¢unano ploscino kroga in kvadrata lahko
izraCunamo tudi plos¢ino vseh delov v kvadratu, ki jih krog ne pokriva.

2 2 2 2
Ve a Ta 4a“—-1ma
Plos¢ina vseh delov: a? — & (5) = a?%— =

2 71:a2

vy 4a?-ma?
Plos¢ina enega dela: 4“ ==

e
13




4.2 Dva kroga

Na sliki 23 je kvadrat z dvema najvecjima moznima krogoma v njem, kroga sta enake velikosti

in imata sredisci S; ter S,.

n
\H
® ia2ze o Slika 24

Na sliki 24 vidimo Stiri polmere krogov oznacene s ¢rko r (r = r; = 1, = 13 = 13). Daljica 515,

ima dolzino 2r in je hipotenuza enakokrakega pravokotnega trikotnika s kateto n (ny = n, =

n).

\"1 g
I {  Slika2s

Na sliki 25 prikazemo, da dolZino stranice kvadrata lahko zapiSemo z vsoto, a=r+n +r.

Zapisemo Pitagorov izrek za enakokraki pravokotni trikotnik s kateto n, n? + n? = (2r)2. Iz

zapisane enakosti je 2n? = 412, oziroma n? = 2r2. Izrazimo n = rv2. Ko vemo kako se

izracuna n iz polmera, uporabimo enakost a = r + n + r. DolZina stranice kvadrata se izraza s

polmerom kroga, a = 2r + V2 = r(2 + V/2).

. _ a
Potem je polmer kroga r = 2173

14



Plos¢ino in obseg dveh krogov izratunamo s formulama mr? in 2rm. Plo&ina delov v
kvadratu, ki jih krog ne prekriva pa tako, da od plos¢ine kvadrata odstejemo plos¢ino obeh

krogov, a? — 2mr?.

4.3 Trije krogi

Slika 26 ® Slika 27

V kvadrat smo vcrtali tri kroge enake velikosti s srediS¢i v tockah S, S, in S3 (slika 26). Da bi
lahko izracunali polmer krogov, smo najprej oznacili oglis¢a kvadratov s tockami A, B, C, D in
narisali diagonalo skozi toc¢ki A in C (slika 27). Diagonalo kvadrata razdelimo na Stiri dele:
|AS,|, |TS,|,|TV]in |VC|. Dolzina daljice TV je enaka polmerom kroga |TV| = r, dolZino
daljice |AS;| lahko izratunamo s Pitagorovim izrekom. Stranici |AN| in |[NS;| sta polmera,
uporabimo formulo za racunanje dolZine diagonale v kvadratu, vendar namesto stranice a
uporabimo r, |AS;| = rvV2. DolZino stranice |TS;| tudi izraunamo s Pitagorovim izrekom,
vemo, da je hipotenuza trikotnika $;S,T enaka 2r in da je kateta r oz. polmer lahko
izratunamo tretji del diagonale kvadrata. ZapiSemo enacbo in iskani del oznacimo z n,
n= \/m: rv/3. Ostala nam je $e samo dolzina daljice |VC|. Najprej naértamo
tangento na kroznici s sredis¢ema S, in S3 ki seka stranici najvecjega kvadrata in nato
kvadrat, ki ima za oglis¢i dve novo nastali tocki in tocko C. Dolzina stranice novega kvadrata

je 2r. S Pitagorovim izrekom izraéunamo diagonalo kvadrata in jo delimo z 2, saj upostevamo

_ (2r2)2+(2r)2 _ V8rz _ er _ T\/E.

2

. . d
samo polovico. Tako je >

15



Lahko zapiemo enakost av2 =71 +1V2+1V3 +7rV2 =r(1+2vV2 ++/3). lzrazimo

a2 _ a2+/2 2a a

= = = = . Ce bi hoteli izracunati
142VZ+V3  (1+2v2+/3)vV2  V2+4+/6 2+g+§

polmer r, r

ploséino krogov in nepokritega dela kvadrata, bi najprej izraCunali plos¢ino vseh krogov in jo

odsteli od plosc¢ine kvadrata.

4.4 Stirje krogi

Na sliki 28 je prikazan kvadrat s stranico a v katerem so vértani stirje najvecji mozni skladni

krogi. Sredisca krogov so S;, S5, S3 in S; . Vsak od njih se dotika dveh stranic kvadrata in

dveh kroznic sosednjih krogov.

/o Slika 28

Ugotovili smo, da lahko enega od teh krogov vértamo v manjsi kvadrat s stranico, dolgo 2

a?

v . . v a . vv.
Ker poznamo dolzino stranice, lahko izracunamo obseg, 4-; = 2a in ploscino, =

Nl
N Q

(slika 29). V kvadratu s stranico % nacrtamo Se manjsi kvadrat (slika 30), ki ima stranice
dvakrat manjSe od kvadrata s stranico % Stranice Se manjSega kvadrata so dolge natanko %.

Stranica manjSega tega kvadrata je enaka polmeru enega kroga, torej je r = % .

/'Slika 29

Zdaj, ko imamo polmer kroga, lahko izracunamo njegovo plosc¢ino in obseg.

Slika 30

16



Plosc¢ina kroga je n(%)z, obseg kroga je 2 .%n = az_"

Ce od plos¢ine kvadrata od$tejemo plo¢ino vseh krogov, dobimo plo¢ino dela kvadrata, ki

ni prekrit s krogi.

2 2 2 2 2

vy, a a 4a“—-1ma 4—1T)Q
Plos¢ina: a® — 4m (—) =q?——= = @
4 4 4 4

4.5 Pet krogov

V kvadrat ABCD s stranico a lahko razporedimo tudi pet skladnih krogov s polmerom r (slika

31).

Slika 31

Stranica kvadrata 51,5, 53 S4 je 2r + x. Diagonala tega kvadrata je 4r (Stirje polmeri v€rtanih
krogov). Diagonalo kvadrata lahko po Pitagorovem izreku zapisemo tudi (2r + x)V2 = 4r. Iz

enacbe izrazimo x, 2r - V2 + xvV2 = 4r in x\V2 = 4r — 212,

takojex=j—;—2r=2r\/§—2r=2r(\/§—1).

Upostevamo, da je a = 4r + x = 4r + 2rv2 — 2r = 2r + 2rv/2 = 2r(1 +v2). Tako je

v a
olmer vértanega krogar = ——.
P g g 2+42v2

17



4.6 Sest krogov

Poglejmo, kako v kvadrat ABCD razporedimo Sest skladnih krogov (slika 32).

Sy
\ / Slika 32

Slika 33

Opazujemo pravokotnik z oglis¢i §;5,5,S5 (slika 33). DolZino stranice kvadrata a bomo izrazili

z daljSo stranico pravokotnika n in dvema polmeroma r =1, =1,. ZapiSemo enacbho
a = 2r +n. Uporabimo Pitagorov izrek, n = dlz—m2 . Vemo, da je diagonala
pravokotnika d, = 4r. Tako jen = V4r? —m?.

Stranico pravokotnika m moramo prav tako izraziti s polmerom krogov r. Poglejmo

pravokotnik S;5,5,S< nekoliko bolj natancno (slika 34).
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Slika 34

Najprej nariSemo kroZnico, ki ima srediSCe v razpolovis¢u stranice m in poteka skozi obe
oglisci krajse stranice pravokotnika (oznake srediS¢ novih krogov niso enake oznakam sredis¢
na sliki 32). Nacrtamo kroznico s sredis¢em v enem oglis¢u (kroznico z enakim pomerom kot
prvotna kroZnica), ki seka daljSo stranico, nato lahko nac¢rtamo Se eno kroZnico s sredis¢em
na daljsi stranici n, ki se dotika kroZice s srediS¢em S; in poteka skozi oglis¢e pravokotnika.
Ugotovimo, ker so vsi trije nacrtani krogi skladni, da je dolZzina krajSe stranica m enaka
dvema dolzinama polmerov: m = 2r, daljSa stranica n je enaka trem dolZinam polmerov

kroZnic n = 3r. ZapiSemo razmerje n:m = 3r: 2r =» n:m = 3:2 . Iz razmerja izrazimo eno

v. . 3m 2n . . .
dolzino stranice z drugo, 2n=3m, n =, m=—. Uporabimo Pitagorov izrek za

diagonalo pravokotnika, kjer je m = Z?n ind; = 4r.Tako je

2 2 2 2 J13
4y = nz + (2_11)2 — n2 + 4an — In“+4n — 13n — nv13
3 9 9 9 3

Iz enacbe 41 = nTx/ﬁ izrazimo n: 4y = ”\gﬁ
12r = nv13
12r
V13
Ker je a = 2r + n (slika 32), vstavimon = 413 .Takojea = 2r + 2
Vi3
lzrazimo polmer kroga r — o4
zrazimo polmer kroga r: a=2r+ =
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.
e=ret )

S tem lahko sedaj izraCunamo plos¢ino krogov v odvisnosti od stranice a.

4.7 Sedem krogov

V kvadrat s stranico a lahko razporedimo tudi sedem skladnih, najvecjih moznih krogov (slika

35).

* Slika 35 Slika 36

Krogi so v kvadratu razporejeni simetri¢no. Sredis¢a krogov S; S, S4 S5 so oglis¢a kvadrata s
stranico 2r. Na sliki prav tako opazimo dva skladna enakostranicna trikotnika, $,535s in 5$455S¢.
Krog s srediS¢em S; ima srediS¢e na diagonali kvadrata, vendar se lega sredis¢a lahko
spreminja (lahko se dotika stranic kvadrata ali kroga s sredis¢em Ss). Za izracun polmera
lahko razdelimo viSino kvadrata, ki je enaka stranici a, na Stiri polmere in viSino manjsega

enakostrani¢nega trikotnika (slika 36). Najprej izraCunamo viSino n manjsega trikotnika,

n=.(2r)2—r2=vV4r2 —r2 =+/3r2 = r/3 . Ko imamo izraéunano vi§ino n manjiega

trikotnika, zapiSemo enacbo za stranico a, a = 4r + rv3 = r(4 +\/§). Izrazimo polmer,

a

T 4443
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4.8 Osem krogov

V kvadrat lahko naértamo tudi osem skladnih krogov, s polmerom r (slika 37).

Slika 37

.\81/ K Sy, Slika 38

Vse daljice, ki imajo krajiS¢a v srediscih krogov, ki se dotikajo so skladne, njihovo dolzino

oznacimo z x = 2r. Sredis¢a krogov so tako oglis¢a enakostrani¢nih trikotnikov in kvadratov.

Stranico kvadrata 5:5353S¢ oznacimo z y. Diagonala tega kvadrata S:Ss je y\/i . Dolzina te

diagonale je vsota dveh dolzin viSin enakostrani¢nih trikotnikov (515,54 in $755Sg) in ene

dolZine stranice kvadrata $1555;5;. Tako je y\/E =2 %3 +x = x(\/§ + 1). lzrazimo dolZino
_2r(¥3+1)
/)

. Po racionalizacijije y = r(v/3 + 1)V2 .

DolZina stranice a =2r+y =2r+ r(\/§ + 1)\/7 =r(2++V2++6) . Polmer kroga v

a

2+vV24V6 °

kvadratu je zator =
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4.9 Devet krogov

V kvadrat s stranico a lahko vértamo tudi devet skladnih krogov s polmerom r (slika 39).

\7‘7‘

v . . ve v . . a
Dolzina stranice je vsota dolzZin Sestih polmerov. Tako je r = .

Slika 39

4.10 Preglednica moznosti

Zberimo podatke o stevilu krogov in polmeru enega kroga v preglednici (tabela 3).

Stevilo vértanih krogov Polmer kroga
1 a
2
2 a
2++2
3 a
24240
2 2
4 a
4
5 a
2+ 22
6 a
12
2+ N
7 a
4443
8 a
2+V2++6
9 a
6 Tabela 3
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Z opazovanjem polmerov pri Stevilu vértanih krogov 1, 4, 9 opazimo, da so polmeri % , % in % .
Ker so 3tevila 1, 4, 9 kvadratna $tevila (1 = 1%, 4 = 22, 9 = 3%) predvidevamo, da bi za naslednje
kvadratno $tevilo 16 = 4° polmer kroga bil % . Kar tudi drzi, saj pri nacrtovanju osmih skladnih

krogov v kvadrat leZijo Stirje ob eni stranici, pri tem je a = 8r.
V kvadratu, v katerem je n-to kvadratno Stevilo skladnih krogov (n?), je polmer kroga %

V ostalih moZnostih vértovanja skladnih krogov olitnega pravila za izraCun polmera kroga

nismo mogli ugotoviti.

4.11 Ugotovitve

V kvadrat lahko vértamo katerokoli Stevilo skladnih krogov, ki se dotikajo med seboj in
stranic kvadrata. Izjema je pri nekaterih krogih npr. 7 krogih, saj lahko sredis¢e kroga v
desnem zgornjem kotu premikamo po diagonali kvadrata, tako da se ne dotika niti stranice

kvadrata niti katerega koli drugega kroga v€rtanega v kvadrat (slika 40).

Slika 40
. . v v . v . . v a
V primeru, ko je vértano Stevilo krogov kvadratno Stevilo, izraunamo polmer kroga r = pa

Pri tem n predstavlja zaporedno kvadratno Stevilo (tabela 4).
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Kvadratno Stevilo Stevilo vértanih Polmer kroga
(zaporedno) krogov
1 1 a
2
2 4 a
4
3 9 a
6
4 16 a
8
5 25 a
10
6 36 s
12
Tabela 4

Pri kvadratnem Stevilu vértanih krogov lahko sredis¢a krogov povezemo z daljicami in

oblikujemo nove kvadrate (slika 41 in 42).

SHE
S

Slika 41 Slika 42

Ce vértamo krog v kvadrate, povezane s §tirimi sredi$¢i dotikajocih krogov, dobimo kroge, ki

imajo enak polmer kot Ze prej vértani krogi (slika 43).

Q/Y

.
.

A

Slika 43




5. Druzbena odgovornost

Razporejanje izbranega Stevila skladnih krogov (z najvecjim moZnim polmerom) v kvadrat je
na prvi pogled zabavna matemati¢na naloga. Smo pa ugotovili, da najbrz razporejanje
uporabljajo tudi v industriji, kjer oblikujejo embalaZo. Prav gotovo morajo izra¢unati, kako
¢im bolj ucinkovito v embalaZo (Skatla) zloZiti izdelke (recimo plocevinke). Enostaven primer
je vprasanje, kolikSna naj bo dolZina stranice kvadrata (recimo dna kvadratne skatle), da
vanjo poloZimo dve plocevinki. Recimo, da imata plocevinki polmer 46 mm. Ker torej

poznamo podatek za krog, izraCunamo dolZino stranice kvadrata:

a=r(2+\/§)=46mm-(2+\/§)z157.1mm.

Ugotavljamo, da nam znanja, pridobljena v procesu raziskovanja lahko pomagajo tudi pri

reSevanju vsakdanjih, Zivljenjskih problemov.

6. Zakljucek

V raziskovalni nalogi smo v kvadrat in enakostranicni trikotnik vcrtali skladne kroge z
najveéjim moznim polmerom. Raziskali smo moZnosti glede na Stevilo in razporeditev
krogov. Krogi so se dotikali med seboj in s stranicami kvadrata oziroma enakostrani¢nega
trikotnika (primer slika 44 in 45). Pri ve¢jem Stevilu krogov so se nekateri krogi dotikali le

drugih krogov.

o Slikadaa ¢ ——  —— " glika4s

Pri enakostrani¢nem trikotniku smo ugotovili, e je vanj vértano trikotnisko Stevilo (1, 3, 6,

10, 15 ...) krogov, polmer kroga izrazimo s dolzino stranice trikotnika r = kjer n

.
2(V3+(n-1))’

predstavlja zaporedno trikotnisko Stevilo. V trikotnik lahko vértamo tudi druga Stevila krogov
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kot so samo trikotniska $tevila (recimo $tiri ali sedem). Ce pa vértamo v trikotnik za ena manj

krogov, kot je poljubno trikotnisko Stevil, vedno ostane prostor Se za dodaten krog.

V kvadrat lahko vértamo kvadratno Stevilo krogov (1, 4, 9, 16, 25 ...). Polmer takega kroga
izrazimo r = % , kjer je n zaporedno kvadratno Stevilo. V kvadrat lahko vértamo katerokoli

Stevilo skladnih krogov in nikoli ne ostane prostora za Se en enako velik krog, kot pri

enakostrani¢énem trikotniku (slika 46 in 47).

Slika 46 Slika 47

Ce poveZemo sredi$¢a vértanih krogov v enakostraniénem trikotniku in je $tevilo vértanih

krogov trikotnisko Stevilo, oblikujemo nove enakostrani¢ne trikotnike (slika 48).

Ap)

AA

A'AWA‘A
ARTTN

Ce poveiemo sredi$¢a vértanih krogov v kvadratu in je $tevilo vértanih krogov kvadratno

Slika 48

Stevilo, oblikujemo nove kvadrate (slika 49). Nacrtanim kvadratom lahko vértamo kroge z

enakim polmerom, kot so Ze nacrtani krogi (slika 50).

e

N

Y
fie
i

N
Slika 49 Slika 50
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V nadaljevanju raziskovalne naloge bi se lahko lotili drugih pravilnih mnogokotnikov npr.

Sestkotnika (slika 51), ali pa koliko enakih najvecjih moznih krogov lahko vértamo v krog

(slika 52).

Slika 51 Slika 52

Lotili bi raziskovali podoben problem z vcrtovanjem krogle v kocko, torej s telesi. Na primer:
« Koliko najvecjih moznih krogel lahko vértamo v platonska telesa (platonska telesa so telesa,

ki imajo vse ploskve enake)?« (slika 53).

Slika 53

Tako je moznosti za raziskovanje Se zelo veliko.
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