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1 POVZETEK

V raziskovalni nalogi je predstavljen postopek semaforiziranja kriziS¢, ki se navezuje na
matemati¢no podrocje teorije grafov, natancneje na barvanje grafov. Definirano je barvanje
grafov in kromati¢no Stevilo, vrednost kromati¢nega Stevila pa je izracunana za nekatere

vvvvv

oziroma stirimi cestami.



2 UVOoD

vvvvv

zelenih luci najboljsi mozen). Zanimalo me je kako to doseci. Uciteljica mi je povedala, da lahko
taksne tipe nalog reSujemo s pomocjo teorije grafov. Pricelo me je zanimati, kaj sploh teorija

grafov je, zato sem pobrskala po literaturi.

Teorija grafov je Siroko matemati¢no podrocje kamor spada tudi barvanje grafov [3], ki si ga
bomo v tej nalogi natan¢neje ogledali. Najstarejsi problem barvanja grafov je tako imenovani
problem Stirih barv iz leta 1852, ko je Francis Guthrie barval zemljevid angleskih grofij.
Zemljevid je Zelel pobarvati tako, da bosta sosednji regiji pobarvani z razliénima barvama, pri
tem pa uporabiti najmanjSe mozno Stevilo razli¢nih barv. Poglejmo si ta problem na zemljevidu

Slovenije (slika 1).

Slika 1: Zemljevid regij (vir: [3])

Regije upodobimo s to¢kami. Ce sta regiji sosednji, njuni to¢ki povezemo. Sedaj je nada naloga
pobarvati to¢ke z najmanjSim moznim Stevilom razliénih barv tako, da nobeni dve sosednji

tocki ne bosta imeli enake barve. Tako imamo boljsSi pregled nad resevanjem problema.



Slika 2: Pobarvan zemljevid regij (vir: [3])

Ta postopek lahko uporabimo na zemljevidih razlicnih velikosti in ugotovimo, da za barvanje
vedno potrebujemo najvec Stiri razlicne barve. Problem je na videz preprost, vendar je bil

dolgo ¢asa nedokazan. Dokazala sta ga Appel in Haken leta 1976 s pomocjo racunalnika.

Po pregledu literature sem zapisala osnovne pojme teorije grafov [1, 2], nato pa definirala
razli¢cne druZine grafov. V nadaljevanju sem predstavila barvanje grafov [4, 5], definirala

kromaticno Stevilo grafa in navedla kromati¢na Stevila nekaterih znanih grafov. Nato je sledilo

vvvvv
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smeri, ne da bi se pri voZnji ovirala.



3 OSNOVNI POJMI TEORIJE GRAFOV

ZapiSimo nekaj osnovnih pojmov, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.

Graf je diagram, ki ga sestavljajo vozlis¢a. Vozlis¢a so povezana s ¢rtami, ki jih imenujemo

povezave.
ZapiSimo natancneje.

Graf G je urejen par (V(G), E(G)), kjer je V(G) mnoZica vozlis¢ oziroma tock grafa in E(G)

mnozZica povezav grafa. MnoZica povezav grafa je sestavljena iz neurejenih parov vozlisc.

Ce med vozlis¢ema u in v poteka povezava, pravimo, da sta vozlis¢i u in v sosednji ali

povezani. Ce si dve povezavi delita isto vozlis€e, ju imenujemo incidentni povezavi.

U ()

f

Slika 3: Primer povezave med vozliS¢ema (vir: avtor)

A 3
Slika 4: Primer grafa G (vir: avtor)

Na sliki 4 vidimo primer grafa, ki ga lahko zapiSemo tudi kot:

G =({12345},{{12},{2,3},{3,4},{4,5}, {1,5},{2,5}})



Dve ali vec povezav, ki povezujejo isti par vozliS¢, imenujemo vzporedne povezave. Povezava,
ki povezuje neko vozlis¢e s samim seboj, je zanka ali povratna povezava. Graf brez zank in

veckratnih povezav poimenujemo enostavni graf.
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Slika 5: Povezan graf (vir: avtor) Slika 6: Zanka (vir: avtor)
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Slika 7: Enostaven graf (vir: avtor)

Graf je povezan, Ce lahko iz poljubnega vozlis¢a po povezavah pridemo do vsakega drugega

vozlis€a grafa. V nasprotnem primeru je graf nepovezan.

Zapisimo Se drugace. Graf, ki je venem kosu, je povezan. Graf, ki ima vec delov, je nepovezan.



Slika 8: Povezan graf (vir: avtor) Slika 9: Nepovezan graf (vir: avtor)



V nadaljevanju definirajmo podgraf.

Naj bo G graf z mnoZico vozlis¢ V(G) in mnozico povezav E(G) in G’ graf z mnoZico vozlis¢
V(G") in mnofZic povezav E(G"). Ce je V(G") podmnoZica mnozice V(G) in ée je vsaka povezava
iz mnozice E(G") tudi v mnofici E(G), potem je G” podgraf grafa G. Poglejmo primer

dveh podgrafov graf G.

A B
Slika 10: Graf G (vir: avtor)

D C
E
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Slika 11: Podgraf grafa G (vir: avtor) Slika 12: Podgraf grafa G (vir: avtor)

Podgrafe pogosto uporabljamo zato, da prouc¢imo graf po kosih in ne celega naenkrat.

Pri raziskovanju grafov imajo veliko vlogo tudi stopnje vozlis¢. Stopnjo vozlis¢a v definiramo
kot Stevilo povezav, kiimajo v za krajis¢e. Oznacimo jo z d(v). Minimalno stopnjo grafa 6 (G)
razberemo iz vozlis¢a z najmanjSo stopnjo. Podobno definiramo maksimalno stopnjo grafa

A(G) preko vozlis¢ z najvecjo stopnjo.



Omenjene pojme si poglejmo na naslednjem primeru.

Slika 13: Stopnje vozlis¢ graf G (vir: avtor)

Stevila ob vozli$¢ih oznacujejo stopnjo posameznega vozli$¢a. Minimalna stopnja grafa je torej

6(G) = 2, maksimalna stopnja graf pa 4 (G) = 5.

Graf pri katerem imajo vsa vozli§¢a enako stopnjo imenujemo regularen graf. Ce imajo vsa
vozlis¢a grafa stopnjo r, pravimo da je graf r-regularen. Spodnja slika prikazuje 2-regularen

graf.

Slika 14: 2-regularen graf

Razmislimo lahko tudi, da je v vsakem grafu vsota stopenj vseh vozlis¢ enaka dvakratniku

Stevila povezav. To nam pove tako imenovana Osnovna lema teorije grafov [2].



3.1 DRUZINE GRAFOV

V nadaljevanju bomo spoznali razlicne druZine grafov, ki jih lo€imo glede na nekatere njihove

lastnosti. V ta namen si poglejmo nekaj pojmov.

Sprehod med vozlis¢ema v, in vy, je zaporedje vozlis¢ vy, v4, V3, . .., Vg in povezav med njimi.
Dolzina sprehoda je $tevilo povezav sprehoda. Ce so vse povezave sprehoda razli¢ne, pravimo,
da je sprehod enostaven. Ce so v enostavnem sprehodu razli¢na vsa vozli$¢a, mu pravimo pot.
Sprehod vy, V4, vy, . . ., V) je sklenjen sprehod ali obhod, ¢e je v, = v;. Ce so vse povezave
sklenjenega sprehoda razliéne, mu re¢emo enostaven obhod. Ce so v obhodu vse povezave in

vsa vozlis¢a razlicna (razen vy = vy ), potem ga imenujemo cikel.
POT

P, (n = 2) je pot na n vozliscih.

Slika 15: P; (vir: avtor)
CIKEL

Cikel C,, (n = 3) je pot na n vozlis¢ih z zaetkom in koncem v istem vozliscu.

Slika 16: Cs (vir: avtor)



POLNI GRAF

Polni graf je graf v katerem je vsak par razli¢nih vozlis¢ povezan z natanko eno povezavo. Polni

graf na n vozlis¢ih ozna¢imo s K.

Slika 17: K (vir: avtor)

PRAZNI GRAF

Prazni graf je graf brez povezav. Prazni graf na n vozlis¢ih ozna¢imo z N,,.

Slika 18: Ns (vir: avtor)
DREVO

Povezan graf brez ciklovimenujemo drevo.

Slika 19: Drevo (vir: avtor)
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4 BARVANIJE VOZLISC GRAFOV

Barvanje vozliS¢ je poseben primer oznacevanja grafa. Dobro pobarvati (v nadaljevanju
pobarvati) graf pomeni pobarvati (oznaciti) vsa vozlis¢a grafa tako, da nobeni dve sosedniji

vozlis¢i nimata enake barve (oznake oz. stevila). To poskuSsamo narediti s ¢im manj barvami.

Kot primer poskusimo pobarvati spodnji graf.

4 3

Slika 20: Primer pobarvanega grafa (vir: avtor)

Graf je pobarvan s petimi barvami vendar bi ga lahko pobarvali tudi z manjSim Stevilom barv.

Poskusimo zmanjsati Stevilo uporabljenih barv.

2 1
Slika 21: Pobarvan graf (vir: avtor)

Graf smo uspeli pobarvati s tremi barvami. Ce razmislimo, ugotovimo, da bolje ne gre. Dve

barvi sta zagotovo premalo, zaradi trikotnika, ki se pojavi v grafu.

Najmanjse stevilo barv, ki jih potrebujemo za barvanje grafa G, imenujemo kromaticno stevilo

grafa G. Oznacimo ga s x(G).
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5 KROMATICNO STEVILO NEKATERIH ZNANIH GRAFOV

Pri barvanju grafa si pomagamo tako, da najprej poskusimo pobarvati nek njegov del
(podgraf). Razis¢imo kromati¢na Stevila za nekatere druZine grafov.

POT

Pot B, lahko pobarvamo z natanko dvema barvama (y(P,,) = 2).

Slika 22: Barvanje poti (vir: avtor)
CIKEL

Cikel C,, ki ima sodo Stevilo vozlis¢, lahko pobarvamo z natanko dvema barvama, cikel C,, z

lihim Stevilom vozliS¢ pa z natanko tremi barvami.

1
1 2
3 2
9 1
1 2 2 1
Slika 23: Barvanje sodega cikla (vir: avtor) Slika 24: Barvanje lihega cikla (vir: avtor)
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POLNI GRAF

Ker je pri polnem grafu vsako vozlis¢e povezano z vsemi drugimi vozlis¢i, je oCitno, da mora

vsako vozlis¢e imeti svojo barvo. Torej je ¥(K,,) = n. Na sliki 25 vidimo barvanje grafa K.

4

Slika 25: Barvanje grafa K5 (vir: avtor)
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6 PROBLEM KRIZISCA

vvvvvv

Cilj je doseci ¢im manjse Stevilo razlicnih vklopov zelene luci. Najprej bomo resili problem

semaforjev na treh nato pa Se na stirih cestah.

6.1 SEMAFORIJI NA TREH CESTAH

vvvvv

peljati.

vvvvv

lahko odprte hkrati. Graf nariSemo tako, da vozlis¢a predstavljajo moZne smeri. Nato
povezemo tiste smeri (vozlis¢a), ki ne smejo biti odprte hkrati. Na voljo imamo 6 moznih smeri
(vozlis¢), ki jih oznacimo s Sy, Sa, S3, S4, S5 in Sg. Med sabo poveZzemo naslednje pare vozlis¢:

(Slr 53);(51; 54-): (51,55), (52; 55), (53, SS) in (53, 56)

14



Sh So
Slika 27: Graf semaforjev na treh cestah (vir: avtor)

Nato se lotimo barvanja vozlis¢ grafa. Vozlisca, ki so pobarvana z isto barvo, predstavljajo poti,
ki so lahko odprte hkrati. Ker na$ graf vsebuje podgraf C5, potrebujemo vsaj tri barve. Za
barvanje preostalih vozlis¢ pa ne potrebujemo nove barve. Torejje y(G) = 3. To pomeni, da
potrebujemo tri ¢asovne intervale, da se lahko odpeljejo vozniki vseh smeri, ne da bi prislo do

nesrece.

.(7‘1 SZ

Slika 28: Pobarvan graf semaforjev na treh cestah (vir: avtor)
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6.2 SEMAFORJI NA STIRIH CESTAH

vvvvv

smermi voznje, je prikazano na sliki 29.

So

Ss

Slika 29: Semaforiji na stirih cestah (vir: avtor)

Upostevajmo, da smeri, ki se sekajo, ne smejo biti odprte hkrati (na primer S; in Sy). Prav tako
avtomobili razlicnih pasov, ki se Zelijo peljati v isti pas, ne smejo imeti hkrati prizgane zelene

lu¢i (na primer S,, S5 in Sg). V skladu s temi omejitvami nariSemo graf (slika 30). Vozlis¢a

vvvvv
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Slika 30: Graf semaforjev na Stirih cestah (vir: avtor)

Sedaj moramo graf pobarvati. To bi lahko naredili z devetimi barvami, ¢e bi vsako vozlis¢e
dobilo svojo barvo. Vendar bi na tak nacin potrebovali prevec razli¢nih zelenih intervalov. Zato
razmislimo, kolikSno je najmanjse Stevilo barv, ki jih potrebujemo. Opazimo, da graf vsebuje

podgraf K, (slika 31).

Se

Slika 31: Podgraf K, (vir: avtor)
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Zato bomo potrebovali vsaj Stiri barve. Najprej dolo¢imo barve vozliS¢ tega podgrafa. Nato z
malo sklepanja ugotovimo, da lahko tudi ostala vozlis¢a pobarvamo tako, da ne uporabimo

nove barve (slika 32).

S S

Slika 32: Pobarvan graf semaforjev na stirih cestah (vir: avtor)

Ugotovili smo, da je x(G) = 4. Torej so potrebni Stirje razliéni intervali zelenih lu¢i. Ce
opazujemo Se vozlis¢a z enako barvo, lahko ugotovimo Se, na katerih smereh so zelene Iuci

vklopljene hkrati (na primer na smereh Sy, S, in S3).
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7 ZAKUJUCEK

V raziskovalni nalogi sem spoznala zame popolnoma novo podrocje — teorijo grafov. Cilj je bil

vvvvv
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mozne smeri, nato sem s povezavami povezala tiste smeri, ki ne smejo biti odprte hkrati. Graf
sem pobarvala in ugotovila, da je y(G) = 3. Tako sem videla, da potrebujemo tri ¢asovne

intervale, da se lahko odpeljejo vozniki vseh smeri ne da bi prislo do nesrece. Podobno sem za

vvvvv
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8 DRUZBENA ODGOVORNOST

Cilj naloge je pokazati kako uporabna je matematika (natanc¢neje teorija grafov) v vsakdanjem

vvvvv

obravnavanega primera pa bi to znanje lahko uporabili tudi pri drugih realnih problemih, na

primer pri dodeljevanju frekvenc radijskim postajam in pri sestavljanju urnika.
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