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Povzetek

Delo z velikimi Stevili je v preteklosti ljudem povzrocalo preglavice. Le-te so delno zmanjsali z
iznajdbo logaritmov. Z njimi se je ukvarjal tudi slavni slovenski matematik Jurij Vega. Znan je
po izpopolnitvi to€nosti in uporabnosti logaritmov kot radunskega pripomocka. Njegovo
najpomembnejSe delo so logaritmovniki Zakladnica vseh logaritmov, kjer so logaritmi
izracunani na 10 desetiskih mest. V logaritemskih tablicah so se pojavljale tudi napake, ki so
izginile komaj po iznajdbi rac¢unalnika. Osnovni namen raziskovalne naloge je predvsem
poiskati pomen Vege in logaritmov na svet ra¢unalnistva in ali so logaritmi dandanes sploh
Se uporabni ali sodijo na smetiSce zgodovine. To sem storil s pregledovanjem pisnih virov ter
uporabil tudi metodo primerjave. Moje ugotovitve so, da Jurij Vega ni pomembneje vplival
na racunalniski razvoj, je pa izjemno izpopolnil racunanje logaritmov. Logaritmi so bili

pomemben dejavnik za razvoj analiticnega stroja ter posledi¢no ra¢unalnistva nasploh.



Zahvala

Zahvaljujem se mentoricama za vse spodbude in nasvete pri izdelavi raziskovalne naloge.

Zahvaljujem se tudi lektorici za vse popravljene napake.



1. UVOD

Dandanes si ne znamo vel predstavljati zahtevnejSih izraCunov brez kalkulatorja. Prvi

kalkulator za sploSno uporabo se je pojavil komaj pred Stiridesetimi leti.
Kako so pa vcasih racunali z izjemno velikimi Stevili?
Astronomi ter Stevilni drugi so se vsakodnevno srecevali z velikimi Stevili.

MnozZenje in deljenje velikih Stevil je zahtevno, seStevanje in odstevanje le-teh pa ne tako in
prav tukaj se pokaZze uporabnost logaritmov, saj imajo zmozZnost, da pretvorijo mnoZenje in
deljenje v seStevanje in odstevanje. Vendar so logaritmi izjemno tezavni za racunanje brez

kalkulatorja, zato so vcasih bile v uporabi logaritemske tabele.

Zanimalo me je, kako so raCunali logaritme vcasih, po kak$ni metodi in ali se danes racunajo
po podobnih postopkih. So danes Se sploh uporabni ob kalkulatorjih ali sodijo Ze v
zgodovino? Z logaritmi je racunal tudi najslavnejsi slovenski matematik Jurij Vega, kmalu po

izdaji njegovih logaritmov pa je bil zasnovan tudi analitien stroj.
Ustvaril sem nekaj hipotez:

o Hipoteza 1: Logaritemske tabele so bile uporabljene tudi med nematematiki.

e Hipoteza 2: Vegov nacin ra¢unanja logaritmov je primeren za ra¢unanje logaritmov
na vsaj 10 mest natancno.

e Hipoteza 3: Vegov nacin racunanja logaritmov je najbolj izpopolnjen nacin ter lazji od
predhodnih.

e Hipoteza 4: Prvi racunalnik je bil ustvarjen pod vplivom logaritmov.

e Hipoteza 5: Prvi racunalnik je bil ustvarjen pod vplivom Jurija Vega.

e Hipoteza 6. Racunalnik raCuna logaritme na isti nacin kot je racunal Vega.

e Hipoteza 7: Ceprav je bil logaritem zamisljen kot racunski pripomocek, ki bi
poenostavil raéunanje, se ga lahko danes, ko racunanje ve¢ ni problem, uporablja na
Stevilne nacine.

e Hipoteza 8: Ze Vega je vedel za prakti¢nost njegovih logaritmov v kriptografiji.

e Hipoteza 9: Brez Jurija Vege Bill Gates ne bi bil to, kar je.



Cilj raziskovalne naloge je predvsem ugotoviti pomen logaritmov ter Jurija Vege na tem
podro¢ju. Ceprav je bil Vega najvedji slovenski matematik, povprecen Slovenec skoraj ne
pozna njega in njegovega dela. Slovencem Zelim pokazati, da smo lahko tudi mi veliki na

nekem podrocju, vendar samo, ¢e imamo strast do tega.

Predvideval sem, da je Vegov nalin logaritmov najboljsi in da je pomembno vplival na
zaCetno dobo racunalnistva. Menil sem tudi, da mora biti prakti¢na vrednost logaritmov
danes e vedno prisotna, saj sicer nacina delovanja tega racunskega pripomocka/operacije v

Solah ne bi imelo smisla poucevati.

2. METODOLOGIJA DELA

Pri svojem raziskovanju sem uporabil predvsem proucevanje pisnih virov. Prouceval sem
stare logaritmovnike ter tudi kasnejse tekste o logaritmih ter pomenu le-teh. Primerjal sem

nacin racunanja logaritmov Vegovih predhodnikov ter Vege ter iskal moZnosti za napredek.



3. RAZVOJ LOGARITMOV PRED VEGO

3.1 Osnove poenostavitev
Trgovci, bancniki ter predvsem astronomi se Ze od nekdaj ukvarjajo z izjemno velikimi Stevili.

MnoZenje teh Stevil je bilo in Se vedno je na pamet veliko teZje mnotZiti kot sestevati.

Tako so dolgo casa iskali razlicne metode s katerimi bi si olajsali delo. Sprva so iskali
poenostavitve v trigonometriji. Konec 16. stoletja so iznasli metodo, ki se imenuje
prosthapheresis in racuna vrednosti sinusov in kosinusov. Takrat so Ze imeli tablice za sinus

in kosinus.

Pravilo pravi:
1
sina *sinf8 = 5 * (cos(a — B) —cos(a + pB))

Sledove te formule lahko najdemo Ze v anti¢ni Grciji.

Metoda reSevanja pa je sledeca:

1. Naj bosta dani dve pozitivni Stevilia in b.

2. Delimo ju s potenco Stevila 10, tako da bomo dobili Stevilo med 0.1 in 1.

X=1(;Lntako,daje 0l<x <1

Y=wimtako,daje 01<y <1

3. S pomocjo tabel pois¢emo ustrezne vrednosti kotov za sina=x in sinf=y

4. Kote vstavimo v enacbo
: : 1
sina *sinf = 5% (cos(a — B) — cos(a + fB))

S pomocjo tabel dobimo rezultat.

5. Decimalno vejico premaknemo za toliko mest na desno kot je vsota Stevil min n, ki sta bila

prej eksponenta.

Dobili smo Zelen produkt, ki je natancen na toliko mest, kot so bile takrat natancne tablice z

vrednostmi kosinus in sinus.

Ta metoda je izboljsala ter pospesila mnozenje velikih Stevil.



3.2 John Napier

SLIKA 1 PORTRET JOHNA NAPIERIA

V zacetku 17. stoletja sta povsem lo¢eno drug od drugega in na povsem drugacen nacin
delovala matematika Skot John Napier ter Svicar Jost Biirgi. Napierju je bogastvo svoje
druzine omogocilo, da je imel veliko hobijev. Poleg matematike se je tako ukvarjal tudi z
astronomijo, teologijo in alkimijo. Svojemu ocetu je pomagal pri pobiranju davkov ter
spoznal, da so potrebne spremembe, saj je mnozenje in deljenje Stevil izjemno zamudno
delo. Tako se je domislil nacina, ki bi spremenil mnoZenje ter deljenje v preprosto sestevanje
in odsStevanje. Napier je Birgija pri izdaji svojih tabel prehitel za nekaj let ter izdal tabele, v
katerih je tudi obrazloZil metodo, ki jo je uporabljal. Delo se je imenovalo Descriptio.
Logaritmom je dal tudi ime, ki v prevodu v slovensé¢ino pomeni razmerno Stevilo. Izhaja iz

besede logos (oz. ratio), kar pomeni razmerje, ter arithomos, kar pomeni Stevilo.
Najprej bom razlozil dva pojma, ki ju bomo potrebovali v nadaljevanju.
Ze nekaj stoletij prej so poznali izraza aritmeti¢no ter geometrijsko zaporedje.

Aritmeti¢no zaporedje je matemati¢no zaporedje, pri katerem je razlika dveh zaporednih

¢lenov zaporedja vedno enaka — konstantna.



Npr. 4, 16, 28, 40, 52, 64.

Razlika je 12.

Geometrijsko zaporedje pa je matemati¢no zaporedje, pri katerem pa je koli¢nik dveh

zaporednih ¢lenov vedno enak.
1/8,%, %,1,2,4,8,16

Koli¢nik je 2.

Pri Napierju se pojavi, da je za pripadajoce narascajoce aritmeti¢no zaporedje, geometrijsko

zaporedje padajoce.
Kako se je Napier lotil racunanja?
Splosni ¢len geometrijskega zaporedja pa bi lahko izrazili takole:

Geometrijsko zaporedje:

— 107>,< 1_Ln
yn_ ( 107

Napier se je posvetil predvsem temu. Poskusimo ga preoblikovati tako, da ga bomo lahko

uporabili za splo$no rabo.

1
Yo = 107 % (1 ——=)"
107

Najprej logaritmiramo obe strani.

n

1
logy, = log(107 * (1 - W)

Uporabimo pravila za logaritme.

1
logy,, = log 107 + n = log(1 — 107

Osamimo spremenljivko n.

logyn—7*log10=n*log<1—w

7)

10



logy, —7+log10
1 =n
log (1 - 157)

Vemo, dajel — 1—(1)7 = 0.9999999 ter,daje 7 *log 10 = 7.

Tako dobimo funkcijo z enacbo:

logyn—7
10g(0.9999999)

logyn—7

oziroma Nap(y,) = 10g(0.9999999)

n(yn) =

Nap(y,) poimenujmo Napierjev logaritem.

Kot rezultat dobimo naravni logaritem nekega Stevila. Poskusimo izracunati logaritem
nekega poljubnega $tevila. Stevilo, katerega logaritem Zelimo izracunati, je pomnozen z 107.
Ker je Napier izbral kolicnik geometrijskega manjsi od 1, dobimo pravo vrednost, vendar
nasprotnega predznaka.

log(5 * 107) — 7
&( ) = —16094378.32

N 107) = =
ap(5+10°) = 10 5.9999999)

Za naravni logaritem 5 nato vrednost pomnozimo z 1077,

Dejanska vrednost In5 = 1.609437912.

Napaka se pojavi na osmem mestu.

1.x107 F
5.ox10% b

2.0 107 4. =107 A 107 B 107 1.=10"

T
-1.=107 F
-1.5x107 F

-2.x 107 F

SLIKA 2 GRAF NAPIERJEVIH LOGARITMOV

»Napier je svoje logaritme oblikoval tako, da je izra¢unal logaritme vrednosti kotnih funkcij
od 90° do 30°.0snova logaritmov se priblizuje vrednosti 1/e, vendar je nesmiselno govoriti o

osnovi, saj je izraz y =log, x a” = x prvi uporabil komaj Euler v 18. stoletju. Po Napierovi
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smrti je izSel dodatek v katerem so bili izracunani logaritmi tudi z osnovo e, vendar avtor

verjetno ni Napier.

Razlikovala so se tudi znana Stiri pravila logaritmiranja, kajti log1 Se ni bil 0, to sta z Briggsom

ugotovila komaj nekaj let kasneje.«(Tiegl, 2004, str. 106)
Pravila so bila:

logr xs = logr +logs —log1
r
log;zlogr—logs—logl
logr* =nx*logr —(n—1)log1
log V7 = ~logr + (1 - ) log 1
0g VI = 1087 ( n)og

Logaritmi so bili izjemno dobro sprejeti, sploh pri astronomih. V naslednjih nekaj desetletjih
je nastalo ogromno razli¢nih logaritemskih tabel.

3.2.1 Slabosti Napierjeve metode

Ce pogledamo iz danasnje perspektive je problem Napierjeve metode predvsem osnova.
Prav tako Se Napier do izdaje svojega dela ni odkril pravila log, 1 = 0. Do te zamisli sta prisla
kasneje z Briggsom. Ker si je Napier kolicnik geometrijskega zaporedja izbral manjsi od 1,
dobimo tudi negativne vrednosti. Absolutna vrednost sicer je pravilna, toda vseeno ne deluje
preve¢ dobro. Napaka se pojavi na osmem mestu, ker si je zbral koli¢nik geometrijskega
zaporedja 1 — 1077, Prakti¢no je Napier Zrtvoval 20 let svojega Zivljenja za izum logaritmov

in svoje tablice.

Lahko pa recemo, da je Napier svojo idejo spravil v tok, tako da so si s to metodo pomagali

Stevilni matematiki ter tudi nematematiki Se dolgih 350 let za tem.

12



3.3 Jost Blrgi

SLIKA 3 PORTRET JOSTA BURGUA

V celinskem delu Evrope pa je brez vpliva Napierja logaritme zasnoval logaritme Jost Biirgi.
Birgi je bil astronom in se je veliko ukvarjal z racunanjem. Tudi on je idejo dobil po
geometrijskem in aritmeti¢cnem zaporedju. V bistvu je Birgi odkril povezavo pred Napierjem,
vendar svoje logaritemske tablice dalj ¢asa ni objavil. Njegove tablice so bile sestavljene iz
takoimenovanih rdecih ter ¢rnih Stevil. Rdeca Stevila si sledijo po aritmeti¢cnem zaporedju,

¢rna Stevila pa po geometrijskem.

13
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SLIKA 4 ODSEK 1Z BURGIEVIH TABEL - RDECA IN CRNA STEVILA

Poglejmo si ¢len obeh zaporedij.

Aritmeti¢no zaporedje Geometrijsko zaporedje

Xn =10 xn Yn = Yn-1 * (1,0001)

Geometrijsko zaporedje lahko izracunamo s to formulo le, ¢e poznamo vrednost prejSnjega

Kako pa bi lahko iz tega dobili bolj splosno formulo? Biirgi je svoje tablice oblikoval tako, da

je zacel geometrijsko zaporedje z vrednostjo 108.

In tako sedaj dobimo:

¥, = 108 * (1.0001)™

Iz aritmeti¢nega zaporedja vemo, da je n = In
Ker smo uvedli to substitucijo, dobimo sedaj funkcijo, ki je odvisna od spremenljivke x

Xn
y(x) = 108 = (1.0001)70
1
Uvedemo $e eno substitucijo. b = (1.0001)10

Dobimo:
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y(x) = 108p*
To je splosni ¢len tega zaporedja. Takrat, kot sem Ze omenil, Se niso vedeli za pravilo:

logax=y=>a’=x

Birgi Se ni uporabljal izraz za logaritem. Ampak poglejmo, kako bi se to, z vsemi pravili, ki jih

poznamo, videlo danes.

Ce bi imeli Biirgijevi logaritmi osnovo, bi bila ta b. Zato logaritmiramo zgornjo enacbo z

logaritmom z osnovo b.
log, (y(x)) = log,, 108 + log,, b*
Iz tega sledi:
log, (y(x)) = log,, 108 + x
Izpostavimo x:
x = log,(y(x)) —log, 108

Spremenimo osnovo na 10, da dobimo osnovo, ki je v danes uporabnejsa:

_logy(x) log10® log(y(x)) —log10°
¥~ Tlogh  logh __ log1.00001

Za boljso preglednost zamenjajmo oznake spremenljivk

X
() = (logx —log10%) log 758
= log b ~ 1og 1.00001

Poskusimo sedaj izraunati vrednost naravnega logaritma Stevila 7 po zgornji formuli.

tukaj mora biti vrednost pomnozena z 108.

log(7 * 108) — log 108
r(7 108) = 8( Tog 1 0)0001g = 194591.9879

Dejanska vrednost logaritma Stevila 7:

In7 = 1.945910149

Napaka se pojavi na sedmem mestu. Torej sorazmerno velika napaka.

Tudi
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3.3.1 Slabosti Birgijeve metode
To je Se ena metoda, ki je Cisto zacetna in je bila prakti¢no izgubljena v uporabi Ze kmalu za

tem. Problem je, ker ta osnova kasneje ni pomenila ni¢. Koli¢nik geometrijskega zaporedja je
tudi sorazmerno visok, zato ne dobimo natancnega rezultata, tudi ¢e enacbo preoblikujemo
za danasnje namene. Dobimo pa, nasprotno kot pri Napierju, pozitivhe vrednosti, kar je
zagotovo pozitivna stran enacbe. Tako kot pri Napierju so vrednosti izjemno visoke, saj

takrat niso uporabljali decimalnih vejic.

Ceprav je bil Biirgi pravzaprav prvi, ki je odkril pozitivne lastnosti logaritmov, so bile njegove

tablice, tako kot Napierjeve, bolj ali manj neuporabne v primerjavi z ostalimi.

3.4 Henrik Briggs

Napier je bil zacetnik logaritmov, njihov izumitelj, vendar so bili logaritmi Henrika Briggsa
nekaj let kasneje tako dodelani, da Napierjevih tablic ni vec¢ nih¢e uporabljal. Briggs je bil
profesor matematike v Cambridgu in Oxfordu. Bil je Napierjev sodobnik in skupaj sta
preobrazila logaritme z idejo, da naj bo log 10 = + 1. Tako se racunanje logaritmov z osnovo
10 izjemno poenostavi in ravno zato se njegovi logaritmi tako uveljavijo. Posvetiti se mora
namrec le racunanju prastevil, saj ostala Stevila dobi s preprostim sestevanjem, ker vemo, da

jelogab = loga + logb. Leta 1624 Briggs izda tablice izraCunane na 14 mest natan¢no.
Kako pa je racunal prastevila:

Dolociti Zelimo vrednost log 5 ="?
Briggs se je lotil dela tako, da je dolocil geometrijsko sredino dveh logaritmov, katerih

vrednost poznamo.

1
logva*b = > (loga *logh)
Stevilo 5 lezi med 1 in 10. Ker vemo, da je log 10 = + 1 inlog 1 = 0 velja:
1
log3.16 = logVv1*10 = > * (log1 *log10) = 0.500

Stevilo 5 leZi med $teviloma 3.16 in 10, zato izracunamo geometrijsko vrednost teh dveh

Stevil in dolo¢imo njen logaritem:
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log5.62 = logVv3.16 * 10 —*(log3 16 *log10) = 0.750

in tako nadaljujemo:

log4.21 =logV3.16 *5.62 = —*(log3 16 * 10g5.62) = 0.625
10g486—10gm —*(log421*log5 62) = 0.6875
log5.22 = logV4.86 x5.62 = - L, (log 4.86 * 10g 5.62) = 0.71875
log5.04 = logV4.86 * 5.22 = — * (log 4.86 * 10g 5.22) = 0.703125
log 4.95 = log V4.86 * 5.04 = - * (log 4.86 * 10g 5.04) = 0.6953125

log 4.99 = log V4.95 * 5.04 = —*(log495*log5 04) = 0.6992
log5.01 = logv4.99 * 5.04 = —* (log4.99 * log 5.04) = 0.7011625

log5.00 = logV4.99 * 5.01 = —*(log499*log5 01) = 0.700

Takrat so obstajale tudi tablice z izraCunanimi koreni razlicnih Stevil. Zato je bil ta nacin

mozen, v nasprotnem primeru bi bilo racunanje korenov brez kalkulatorja preve¢ zamudno.

Na primeru vam bom pokazal kako so rac¢unali korene takrat.
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3.4.1 Racunanje kvadratnih korenov brez kalkulatorja
Izrac¢unajmo /5 na 3 decimalke.

1. Korak:

Najprej pois€emo najblizje celo Stevilo, katerega kvadrat je manjsi kot 5 torej 2. Dvojko
zapiSemo k rezultatu ter dodamo decimalno vejico.. Odstejemo 4 od 5, dobimo 1. To bomo

potrebovali pri naslednjem koraku.

1
A WU

I}
[E

torej: V5 = 2.
2. Korak

Ostanku 1 dodamo 00 (vedno dvojne 00, saj gre za kvadratni koren). Sedaj podvojimo
izracunano Stevilo od prej - 2 (torej 4) in iS¢emo enako enomestno vrednost, da pomnozimo
(4 ) * () (prazni mesti morata biti enaki), da bo zmnozZek manjsi od 100. To Stevilo je 2,

ki ga dodamo za decimalno vejico. Odstejemo 84 od ostanka 100
5 — 4 =1, rezultatu dodamo dvojne nicle.

(4 )=( ) <100

42 x2 = 84
100 — 84 =16
5
- 4
= 100
- 84
42 x2 = 84
= 16
V5 =22
3. Korak

Ostanku spet dodamo 00, da dobimo 1600. Sedaj ponovno podvojimo rezultat 2.2, da
dobimo 44(brez decimalne vejice) in iS¢emo enomestno vrednost, da bo 44_ x _ manj kot

1600. To je 3, ki jo dodamo k rezultatu 2.2. Odstejemo od ostanka 1600.
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(44 )=( ) <1600

V5 =223
5
-4
= 100 42 %2 = 84
- 84
= 1600 (44 )*( ) <1600
- 1329 443 x 3 = 1329
= 271
4. Korak

Postopek ponovimo. Podvojimo 2.23 => 446 in iS¢emo enomestno vrednost,...

AU

= 100 422 = 84

-84

1600 443 3 = 1329
1329

27100

(446 )= ( ) <27100
4466 x 6 = 26796
26796
= 304
Torej rezultat je 2.236. S postopkom lahko nadaljujemo.

3.4.2. Slabost Briggsove metode
Briggs je izdal tablice, ki so jih uporabljali zelo dolgo — Se v 20. stoletju so nekateri uporabljali

njegove tablice. Ce pogledamo iz vidika natancnosti je bila njegova metoda zelo slaba.
Potrebujemo veliko izracunov in tako na koncu dobimo toéne vrednost le na 4 do 5 decimalk,
¢e ne uporabimo dovolj natanénih korenov. Prav tako je bilo racunanje izjemno zamudno, saj
smo naredili okrog 8 korakov samo za izracun desetiskega logaritma 5. So pa njegovi
logaritmovniki prinesli novo idejo. Uporabil je osnovo 10, dolocil je majhna pravila kot na
primerlog1 = 0. Briggs je bil profesor matematike na Cambridgu in temu velja pripisati

izjemni natancnosti njegovih logaritmov.. Dejstvo je, da je uporabnost odvisna od tega, kdo
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bo uporabljal te logaritme. InZenir potrebuje natanénost na 4 do 5 mest, astronom Ze na
nekaj ve¢, medtem ko matematik is¢e ¢im vecjo popolnost. Nekaterim matematikom tako

ne bo dovolj niti natanénost na 30 mest. Kot primer bi dal tudi koren Stevila dva. InZenir bi bil

popolnoma zadovoljen z vrednostjo 1.414213562, medtem ko matematik samo z 3/2.

SLIKA 6 BRIGGSOVE TABELE SO BILE V SLOVENUI V UPORABI SE V 20. STOLETJU

V knjiznici Alojzija Sodnika iz leta 1923 so bile uporabljene tabele Briggsovih logaritmov. V
njej je avtor Se podrobno razlozil metodo racunanja logaritmov.

3.4.3. Primer uporabe Briggsove knijizice

Briggs je prvi uporabil logaritme z osnovo 10. To daje njegovim tabelam izjemno preprostost
v uporabi. Vsak logaritem lahko ponazorimo s karateristiko in mantiso. Karateristika je cel
del logaritemske vrednosti, medtem ko je mantisa decimalni del. Karateristika se da

ugotoviti Ze iz Stevil danih Stevil.
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Primer:
log 5621 = 3. mantisa

Kako sem to vedel? Preprosto, prestel sem Stevilo mest, ki jo ima Stevilo ter odstel eno.
Vemo, da je:

log10 =1

log 100 = 2

log 1000 = 3
Torej ugotovimo, da je karakteristika (karateristika = Stevilo mest — 1). Seveda velja to

le do decimalne vejice.

Tablice so tudi mnogokrat vsebovale funkcije sinus in kosinus, za katere pa vemo, da so
vrednosti manjse od 1.
Vemo, da je:

log1=0
Ce so vrednosti manj$e od 1 pomeni, da so logaritmi teh funkcij negativni. Kako pa tam
prepoznamo karateristiko? Glede na 3tevilo ni¢el za decimalno vejico. Ce ni nobene niéle za
decimalno vejico lahko sklepamo, da bo karateristika -0.mantisa, ¢e bo ena nic¢la pomeni, da

bo logaritem -1.mantisa, in tako dalje. Karatersitika se torej da izra¢unati Ze z nekaj logi¢nega

razmisljanja.

Zanimiva pa je Se ena lastnost.

Kaj imajo skupnega logaritmi stevil 0.2, 2, 20, 200...?
Poglejmo si izraCunane vrednosti:

log 0.2 = —0.69897
log2 = 0.3010299
log 20 = 1.3010299
log 200 = 2.3010299
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Kaj smo opazili? Da se mantisa ohranja in ¢e bolje pogledamo vidimo, da je mantisa

logaritma 0.2, ki edina odstopa v bistvu par ostalim. To pomeni, da:
mantisa 0.2 + mantisa 2 = 1

To je le nekaj zanimivih in uporabnih lastnostih desetiskih logaritmov.

3. Naravni logaritmi

Ce bi imeli Napierjevi logaritmi osnovo, bi bila le-ta tevilo e oziroma 1/e. Se pa pojavlja
vprasanje, zakaj sploh Stevilo e. Kaj je na tem Stevilo posebnega, da je tako mnozi¢no
uporabljeno? Preprost odgovor je, da je e Stevilo, ki je zelo tesno povezano s fizicnim
svetom, tako kot npr. Stevilo pi ali fi. Vemo, da je e iracionalno Stevilo, katerega priblizna
vrednost je:
e =2.71828182845904523536028747135266249775724709369995.

Kaksne pa so povezave s fizi€nim svetom?

1. Newtonov zakon ohlajanja
T(t) = Tm + (Ti—Tm) x ekt
Ta zakon govori o tem, kako se spremeni temperatura nekega objekta, ¢e ga postavimo v

drugo okolje. Kot opazimo je v enacbi prisotno Stevilo e.

2. Veriznica

1
y=(e"+e™);5

Formula predstavlja parabolo, ki jo zavzame nit oziroma vrv, ko je pritrjena na dva nosilca.

Kot vidimo bi lahko rekli, da je Stevilo e zapisano v vesolju.
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SLIKA 8 OBLIKA, KI JO ZASEDE VRV

To sta dva izmed Stevilnih zanimivih primerov iz fizicnega sveta. Matematiki pa so Stevilo e

izracunali s pomocjo osnove, ki jo je uporabljal eden izmed zacetnikov logaritmov Jost Biirgi.

4
Ta je svojo »osnovo definiral kot »osnova = (1 + %) «. Matematik Leonhard Euler pa to
formulo posplosil.

1 n
e = lim (1 +—)
n—-oo n

Limita pomeni, da se pribliZzuje neka funkcija v neskoncnosti neki kon¢ni vrednosti.
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X
Graf funkcije f(x) = (1 + i) je naslednje oblike:

3_

SLIKA 9 GRAF FUNKCIJE (1+1/x)Ax

Opazimo, da se graf priblizuje vrednosti 3. V neskoncnosti bi zavzel vrednost

e=2.71828182846...

Stevilo e je mozZno izracunati na mnogo nacinov. En izmed njih $e je:

1.1 1 1 1
e=ntatatats

Pri tem jen!=n*x(n—1)*(n—2)*..x2=*1in beremo »n fakultetax. Na primer:

Sl=1%2x3x4x5=120.

Naravne logaritme z osnovo e uporabljamo bolj pogosto, saj ima eksponentne funkcije e*

ugodne lastnosti tudi pri odvajanju in integriranju.
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5. JURI VEGA

SLIKA 10 BARON JURI VEGA

5.1 Zivljenje Jurija Vege

5.1.1 Otrostvo
Jurij Vega (Veha) se je rodil v Zagorici pri Dolskem, takrat Kranjska, zdaj Slovenija. Rodil se je

v kmecki druZini, vendar sta ga starSa skozi njegovo intelektualno pot izjemno podpirala.
Imel je tri sestre, Marijo, Jero ter Polono. Osnovno znanje si je pridobil pri lokalnem
duhovniku v Moravéah, nato pa je odsel v Ljubljano. Tam je obiskoval jezuitsko Solo, vendar
mu ni bilo postlano z roZicami. StarSa mu nista zmogla pomagati in tako se je predvsem
kasneje prezivljal z instrukcijami. Na liceju je imel dober odnos s svojim uciteljem
matematike JoZzefom Maffeijem, ki je imel izredno ocetovski odnos do njega. Maffeijevo
pomoc pa je Vega znal zelo ceniti in ga tudi, ko je postal znan, ni pozabil.

5.1.2 SluZbovanje

Njegova prva sluzba je bila v Ljubljani, kjer je delal kot cesarsko kraljevi navigacijski inZenir, a
je kmalu ugotovil, da tukaj ne bo mogel pokazati vseh svojih talentov. Tako je opravil
sprejemni izpit in postal topniéar v avstrijski vojski. Do tedaj se je Vega pisal Veha, vendar se
je zaradi negativnega prizvoka, priimek odlocil spremeniti. Zaposlil se je kot profesor
matematike v topnicarski Soli ter poskusal z matemati¢nimi izracuni posodobiti avstrijsko
vojsko. Leta 1789 se je udelezil bitke pri Beogradu. Dobil je poveljstvo nad mozZnarskimi

oddelki. Svoje izracune naj bi preverjal tako, da je hodil od topa do topa in dajal vejice pod

25



topove, da bi le-ti imeli pravilno naklonino. Topovi naj bi zaceli zadevati z neverjetno
natancnostjo in Turki so se Ze po dveh dneh predali. V naslednjih nekaj letih se je boril v kar
nekaj bitkah in zaradi neverjetne sposobnosti se mu je vztrajno visal tudi ¢in. Dobil je nalogo,
da modernizira cesarsko topnistvo. Nacrtovanja se je lotil po pravilih matematike in rezultati
so bili hitri. Doseg topov se je povecal iz priblizno 515 metrov na okrog 935 metrov, kar je

dalo avstrijski vojski izjemno prednost v bitkah.

5.1.3. Baronski naziv, delo ter smrt
Zaradi svojih znanstvenih in predvsem vojaskih dosezkov je bil leta 1796 poviSan v viteski

stan, kar je odmevalo tudi v Sloveniji. Leta 1800 ga je cesar Franc Jozef | povisal v barona.
Vega se je zavedel, da se bitke kaj hitro pozabijo, zato ni deloval le na tem podrocju. V
svojem Zivljenju je izdal nekaj ucbenikov, izracunal Stevilo 1t na 140 decimalk (od katerih je
bilo prvih 126 pravilnih), najbolj pa je verjetno cenjen zaradi njegovega dela v svetu
logaritmov. lzdal je tri logaritmovnike, v katerih je tudi poenostavil njihovo ra¢unanje. Morda
je prav zato, ker je dosegel prevec, leta 1802 svoje uspehe placal z Zivljenjem. Njegova smrt
je Se vedno nepojasnjena, veliko zgodovinarjev je mnenja, da je Slo za umor.
5.1.4. Spostovan doma in po svetu
Vega je bil eden izmed najboljSih matematikov svojega ¢asa. Njegovi logaritmovniki so bili v

uporabi Se vrsto let po njegovi smrti in danes velja kot na$ najboljsi matematik..

Tako je bil upodobljen tudi na nasi nekdanji denarni valuti tolar:

furif Vega 1754-1802

BANKA SLOVENIJE

SLIKA 11 BANKOVEC zA 50 SIT
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Po njem so poimenovali tudi priznanja za najboljSe slovenske mlade matematike, torej
priznanja za tekmovanje Evropski matemati¢ni kenguru ter kasnejSa regijska in drzavna

tekmovanja. Po njem je poimenovan tudi krater na luni.

5.2 Vegovo delo na razlicnih podrocjih

5.2.1. Stevilomt
Vega pa ni bil pomemben le za razvoj logaritmov, ampak je deloval tudi na ostalih podrocjih

v matematiki ter fiziki. Kot sem Ze omenil je na nek nacin pomembno vplival na razvoj

avstrijske vojske, saj so topovi z njegovo pomocjo postali natanénejsi.

Stevilo it je raéunalo Ze ogromno matematikov, nekateri bolj, nekateri manj uspe$no. Veliko
ljudem zadostuje priblizek 22/7 ali pa celo 3.14. Ta priblizka sta vec kot dovolj za vecino
izraCunov, vendar to nikoli ni bilo dovolj za matematike. Vega je bil eden izmed njih in tako je
leta 1789 izracunal Stevilo i na 140 mest natancno. To stori s formulo:

% =2 arctané + arctan %, kjer arctan predstavlja inverzno funkcijo k funkciji tangens.

Ceprav kasneje pride do formule, ki konvergira do pravilnih decimalk e hitreje kot ta enacba

pa je Vega svoj »svetovni rekord« odkril s formulo, ki sem jo omenil zgoraj.

Formula, ki je Se popolnejsa pa je odkril Ze Euler 35 let pred njim in se glasi:

T o 5 arctan— + 2 arctan —
4 = arc an7 arctan 79

Kasneje pa objavi Se popolnejso formulo, ki pa je najmanj dvakrat tako zahtevna kot prej$nja:

T[—S t 1+5 t 1+2 t 1+2 t 1+3 t !
7 = Sarctan arctan - arctan o= arctan - arctan -

Zakaj je Vega to pocel? Vega je le bil zaposlen v avstrijski vojski. 140 decimalk Stevila i ne
prinese ni¢ pomembnega. Ze s petnajstimi decimalkami se da zracunati razdaljo med Zemljo
in Soncem na milimeter natancno. Torej, kje je bil motiv za to? Mnogi menijo, da je Vega Sel
v te izracune, da bi logaritmi, ki jih je objavil ¢ez nekaj let, imeli ve¢jo teZo. Ce zna ¢lovek
izraCunati Stevilo m na 140 mest natancno, bo definitivnho zmogel tudi logaritme na 10 mest.
Verjetno so bili tudi zaradi tega njegovi logaritmi kasneje tako spostovani ter uporabljani. Je

pa Vega drzal tudi rekord v Stevilu t Se nadaljnih 50 let, torej vrsto let po njegovi smrti.
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5.2.2 Prastevila
Vega se je ukvarjal tudi s prastevili. V drugi izdaji Logaritemsko-trigonometri¢nih tabel je

izdal tudi Stevila od 102001 pa vse do 400031. Vseh prastevil na tem odseku je 24096, Vega
je v svojem delu navedel prav toliko Stevil, vendar se je kmalu izkazalo, da so bila nekatera
napacna. Pred racunalnisko dobo pa so to bile vseeno ene izmed najboljSih tabel. Prastevila
pa, kot vemo, so zelo pomembna tudi dandanes za kriptografijo. Zanimivo pa je, da je Gauss

kasneje z uporabo ravno Vegovih tabel iznasel prastevilski izrek.

5.3 Vegova dela na podrodju logaritmov
Vega je v svojem Zivljenju izdal Stevilna dela. Za marsikoga so bila najpomembnejsa dela na

podroCju logaritmov. Prvo te vrste je izdal leta 1783 z naslovom Logaritemske,
trigonometrijske in druge, za uporabo matematike pripravljene tabele in formule. Za svoje
delo je uporabil Stevilne logaritemske tablice ostalih matematikov. Na primer Schulzeja,
Gardinerja, Vlacka ter Sherwina. Pri primerjavi s Sherwinovimi tabelami je odkril v svojih
logaritemskih tablicah Stiri napake, medtem ko v Sherwinovih tablicah kar 75. Tukaj se je
videla natanénost Vege. Vega je obljubil tudi denarno nagrado vsakemu, ki bo odkril napako

v njegovih tablicah.

Pred izdajo svojega najslavnejSega zbornika je Se leto poprej izdal Logaritemsko-

trigonometrijski priro¢nik v katerem je napovedal veliko zbirko tabel.

Leta 1794 je v Leipzigu tako izdal verjetno svoje najboljSo delo na tem podroéju. Popolna
zbirka vedjih logaritemsko- trigonometrijskih tabel je bila uporabljena Se vrsto let po njegovi
smrti, kar je kazalo na popolnost v njegovem delu. Matematik Kluegel je v svojem delu
kasneje zapisal, da bi moralo biti delo imenovano Zakladnica vseh logaritmov. Logaritmi so
bili izraCunani na 10 desetiskih mest natancno in so sluZili za osnovo tudi Stevilnim slavnim
matematikom, kot je na primer Gauss. Napake so se sicer Se vedno pojavljale, vendar
izjemno redko. Za osnovo temu delu sta bili deli Adriana Vlacka na tem podrocju. Logaritmi
so bili sicer veckrat pregledani s strani njegovih tovarisev v topnicarskem korpusu. Je pa bilo
to delo sorazmerno poceni in to je tudi vzrok za njegovo razsirjenost. Prevedeno je bilo v

Stevilne jezike.

Logaritemsko-trigonometrijske tabele poleg drugih, za matematiko uporabnih tabel in

formul, je bilo izdano leta 1797. Glavni razlog za izdajo teh tabel pa je bil, da so bile prejSnje
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Ze bolj ali manj razprodane. Delo je bilo izdano v treh delih in sicer razdeljeno glede na

namen. Prvo delo je bilo primerno za u¢ence matematike, drugo za izobrazene v matematiki

in tretjo za profesorje, astronome in druge ves¢e v matematiki. V njih je popravil vse znane

napake ter jih izdal v obliki, ki so bili karseda prirocni za bralca.

Leta 1800 pa je izdal svoje zadnje delo te vrste. Logaritemsko-trigonometrijski priroénik je

posvetil svojemu profesorju matematike na liceju. V posvetilu je pokazal izjemno

spostovanje do profesorja Maffeija in se mu iskreno zahvalil, da ga je vodil v svet

matematike.

THESAURUS

LOGARITHMORUM

GO MPL BT UE

EX

ARITHMETICA LOGARITIHIMICA, ET EX TRIGONOMETIATA
ARTIFICIALI

ADRIANI VLACCI
COLLECTUS,
PLURIMIS ERRORIBUS PURGATUS,
IN NOVUM ORDINEM REDACTUS,
ET

PRIMA POST CENTESIMAM LOGARITHMORUM CHILIADE, PARTIBUS
QUIBUSDAM PROPORTIONALIBUS DIFFERENTIARUDM, LOGARITHMIS SINUUM,
COSINUUM, TANGENTIUM ET COTANGENTIUN PRO PRIMIS AC POSTREMI1S
DUONUS QUADRANTIS GRADIBUS AD SINGULEA MINUTA SECUNDA, FORMULIS
NONNULLIS rRicoNomETniIcIis, WOLFIRAMII neNiQue
TABULA LOGARITHMORUDM NATURALIUD
LOCUPLETATUS

A
" ' n
G EORGIO VEGA,
SUPREXNO VIGILIANUNM PRALFECTO ET FTROFESSORE MATIHESY(OS TN CANS, REG, ANLTIS
PYROTEUCHNICAY COPHUXTE, ET SOCIETATIS REGIAY SCIENTIARUXM

GOETTINGENGIS SODALI CORREIFOND.

SLIKA 12 ENA IZMED UVODNIH STRANI NJEGOVEGA VELIKEGA DESETISKEGA LOGARITMOVNIKA

[T
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5.4 Vegovo racunanje logaritmov
Na osnovi binomske formule je Vega izpeljal vrsto za In(1+x), ki se imenuje tudi Taylorjeva

vrsta.

1 1 1 1
— 2 3 44 45 ...
In(1+x)=x =X +3x 2" +5x )

SLIKA 13 GRAF TAYLORIEVE VRSTE

In(1 = (+12+13+14+15+>
n(l—x)= X+ox 3x 2x 5x .

Vega je nato ti dve formuli med seboj odstel oziroma delil.

In(1+x)—In(1—-x) = 12+13 14+ + +12+13+1 4+15
n X n X) =X 2x 3x 4x X 2x 3x 4x 5x
11+x—2 +13+15+
nl—x_ (x 3x 5x ).
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_4

5
SLIKA 14 GRAF FUNKCIJE LN(1+x)/(1-X)

Ta formula je Se vedno bila moznaleza -1 < x < 1.

V zgornjo formulo je vpeljal substitucijo x = %(pri predpostavki g > 1)).

Dobil je sledeco enacbo:
atl _ 5l 1 1
lnq—l_ 2(q+3q3+5q5+ ):

katere graf je naslednje oblike:
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SLIKA 15 LN(Q+1) - LN(Q-1)

Opazimo, da ta vrsta konvergira za g > 1. PrepiSemo jo v obliki:

1 1 1
In(q + 1) =ln(q—1)+2(5+373+575+

Vstavimoq=3

1
In(3+1) =In(3 —1) + z(—

cee

3

)

PRI
81

1

1
1215 T 15309 T )

Vendar poglejmo pri kateri vrednosti dobimo dovolj dober priblizek.

1
1n(3+1)=ln(3—1)+2<§_|_

ln(3+1)=ln(3—1)+2(

3

81

1)_
81/

1 1 1

1215

1.384505205

) = 1.386151296

10

11
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1
3tgrt 1215+15309>Zl'386281938

1 1

1m3+n_4m3—n+z(
Hocemo pokazati, da je takSno radunanje zelo zapleteno oziroma, da moramo uporabiti
veliko ulomkov, da pridemo do natancne vrednosti, ki je 1.386294361, da se razlika pojavi

Sele na 6 mestu. Ker vrsta ne konvergira dovolj hitro, je Vega vpeljal Se eno substitucijo:

q+1_ p?
q—1 p>-1

@+D@*-1) =p*@-1)

q= 2p*—-1
Vstavimo to v vrsto. Dobimo:
1 P 2t ! + ! +
N 1= 2 it 3o s s T

Uporabimo pravilo za logaritme: ln— Inp — Ingq.

1 1
1 —1 -1)=2 -
npt =Gt~ = 2 T 3G 1 Tsap s T )
In(p? — 1) damo na drugo stran enacbe.
1 1
2Inp =In(p? — 1) + 2( )

+ +
2p? +1 3(2102 —1)3  5@2p%-1)>5
Delimo z dva in navsezadnje dobimo:

1 1
22+ 1 32p2—1)° T 52pE 15

Inp ——(ln(p— 1) +In(p+1))+¢(

Ta enacba nam omogoca hitro konvergiranje k natanéni reSitvi.

S to enacbo ima vsak mozZnost, da z relativno lahkim postopkom ustvari svoje logaritemske
tablice, ki so izjemno natancne. Prakti¢no potrebujemo le vsa prastevila, za vsa ostala Stevila

pa potrebujemo le enostavne postopke sestevanja ter odstevanja.

Vega je nato opazil Se eno podrobnost. Racunal je logaritma Stevil 2 ter 3.
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1 1
3*73+5*75"')

1 1
In2 =E(ln(1)+ ln3)+(7+

Ker vemo, dajeIn1 = 0, dobimo:

12_113 1 1 1
n —El’l +7+3*73+5*75...

ter

1 1 1 1
In3==((n2+1n4)+—
n3 2(n +n)+17++3*173+5*175+

1 1 1
In3=1/2 In2) +—
n3 /(3*n)+17++3*173+5*175+

Za poenostavitev dodamo dve substituciji.

P_1+ 1 N 1
7 3%x73 G5x757"
1 1 1

=t tsarst

Torej, Ce zdaj to vstavimo v prejsnje enacbe dobimo:

1
ln2=§ln3+P

3
In3 =§ln2+Q

Preuredimo enacbe in dobimo
In3=2%In2-—2P

Zgornjo enacbo odstejemo od osnovne:

3
In3 =Eln2+Q

Dobimo enacbo:

—%m2+Q+2P=0

“In2=0Q+2P

Enacbo pomnoZzimo z dva ter dobimo:
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In2 = 4P + 20

To vstavimo v eno izmed enacb z In 3.

1
4P +2Q =53 +P

1
3P +2Q =51n3

In3 = 6P + 4Q

. 1 1 1 1 1
To pomeni, da: In2 =4« (;+ = + T + i + ) + 2 % (5 +

1 1 1
3x173  5x173  7%177

-+). Ce to enatbo uporabimo do 9. stopnje dobimo toéno vrednost na 8 decimalk, kar je
odli¢no za vecino potrebnih racunanj. Torej rezultat te enacbe, ¢e vstavimo do 9 stopnje je

0.69314718.

1 1 1
3x73  5x75  7x77

1 1
3%173 5%173

b )+ (S

Za In3 pa vstavimo.. In3 =6 % (% +

1
7%177

Vega je izracunal stevili P in Q na 12 decimalnih mest natanéno. Vendar to Se vedno ni
popolna metoda. Vrsta ne konvergira tako hitro, Se vedno je kar nekaj racunanja. Vega je
tako iznasel Se en nacin raCunanja naravnih logaritmov Stevil 2 in 3, ki konvergira Se hitreje

kot P in Q.

IzraCunajmo na primer logaritem Stevila 7.

1 1 1
ln7——(ln6+ln8)+(97 2738019+43*101O....>

1
——(ln2+ln3+3>l<ln2)+(97 P 973 .=

1
=—4P 20+ 6P +4Q +12P + 6 —— =
(4P +2Q + 6P + 4Q + 12P + Q)+(97 3973t

1
3x973

=—(22P+12Q)+( +—

— ) = 11P + 6Q + (;4‘

+ ) = 1.945910149 ->

izpis iz kalkulatorja je popolnoma enak.

Vidimo, da je ta metoda razmeroma popolna. Konvergira razmeroma hitro, pozorni moramo
biti le na racunanje prastevil, vendar so v osnovi pomembne le Stiri osnovne racunske

operacije.
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Vega je izdal logaritme z osnovo 10, ves ¢as pa govorimo le o naravnih logaritmih...

Poznamo pa sledece pravilo:

logpx = ln—lxo oziroma log2 =In2/1n10 = 0.3010299

In
Kajti vemo, da je:
In10 =In2 +1n5 = 2.302585

Lahko pa tudi naravne logaritme pomnozimo z 0.434294482. To Stevilo pa dobimo s pomocjo

log x

formule: =Y = 0.434294482

nx

Poskusimo poiskati vrsto, ki bo konvergirala Se hitreje kot zgoraj omenjena. Vstavimo v vrsto

7,8,9,10ter 11.
1 1 1
ln7=§(ln6+ln8)+R=§(ln2+ln3+31n2)+R=21n2+§1n3+R
1 1 1 5 1
ln8=§(ln7+ln9)+S=E<21n2+§ln3+R+21n3)+S=1n2+11n3+§R+S
1 1 1
ln9=§(ln8+ln10)+T=E(31n2+ln5+ln2)+T=21n2+zln5+T
1 1 3 1 1
lnlO=—(ln9+ln11)+U=—(21n3+—ln2+—1n3+—1n5+V)+U
2 2 2 2 2
—513+312+115+1V+U
T T neT Ty
1 1
ln11=E(ln10+ln12)+V=E(ln2+ln5+21n2+1n3)+V
—31 2+11 3+11 5+V
B R R

Torej dobimo zdaj pet osnovnih enacb. V enacbi je 5 neznank: R, S, T, U, V. Seveda, ¢e vemo

da vse izhaja iz osnovne enacbe

1 1
22 +1  32p2—1)° T s2pE =15 )

Inp =%(ln(p— 1) +In(p+1))+¢(
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Potem vemo, da je

R

S

T

U

%4

1 1 1
:(2*72—1)+(2*72_1)3+(2*72_1)5+"'

1 1 1
:(2*82—1)+(2*82—1)3+(2*82—1)5+m

1 1 1
:(2*92—1)+(2*92_1)3+(2*92_1)5+""

1 1 1
=(2*102—1)+(2*102_1)3+(2*102_1)5+"'

1 1 1

VLR R AR RS V=) RN GRS T R

Nato iz ene enacbe izpostavimo In5.

1
ln9=21n2+§ln5+T

1
2In3 =21n2+§ln5+T

1
21n3—21n2—T=Eln5

4ln3—4In2 - 2T =1n5

To vstavimo v drugo enacbo:

IN10 = 2In3 +o1n2 +~In5 + =V + U
n —411 411 411 5

5 3 1 1
ln2+ln5=Zln3+zln2+zln5+§V+U
3 5 1 1
Zln5=21n3—11n2+EV+U
3 5 1 1
Z(4ln3—4ln2—2T):Zln3—21n2+§V+U

3In3—3n2 T =2In3—tm2+iviu
. Nemo i =gmo73heTy

Tm3=Loa vl
g " T T meTy 2

n3=Smoslyetyslr
no=—ZeroVroUTy



Dobili smo izpostavljen naravni logaritem Stevila 3 z enacbo, ki nam zelo koristi, saj vsebuje

le naravni logaritem Stevila 2 ter vrednosti s katerimi Zelimo izraziti ta dva logaritma.

Sedaj lahko vstavimo v enacbo za naravni logaritem 8 vse nadomestne enacbe.

Ing =1 2+5(111 2+2V+4U+6T>+1R+S
ne=mery\7 etV TV Ty 2

3mz=m2+2m2+ 242+ e
Ne=MetogeTog? T7Y T80 T3

3im2=ma e Oy e B e
Ne=ogMeTog "7V T T3

O T S
28 "4 T 28" TV TR Ty

In2 = 14R + 28S + 30T + 20U + 10V
Dobili smo enacbo za naravni logaritem Stevila 2.Naravni logaritem Stevila 3 dobimo, ce
vstavimo sedaj dobljene podatke v katerokoli izmed zgornjih enacb. Pa poskusimo z enacbo

za logaritem Stevila 8.

ln8=ln2+%ln3+%R+S
1 5
31n2—ln2—§R—S=Zln3
1 5
2(14R+285+30T+20U+10V)—§R—S=Zln3

1 5
28R+56S+6OT+4OU+20V—§R—S=Zln3

4 (55
= (SR + 555 + 60T + 40U + 20V ) = In3

In3 = 22R + 445 + 16V + 32U + 48T
Prisli smo do vrste, ki konvergira izjemno hitro. Zelo dobro se obnese Ze, ée vzamemu pri
vsaki vrednosti le en ¢len, ¢e pa vzamemo dva ali tri pa je res Ze zelo natanc¢no vrsto. Vega je
torej iznasel izjemno enostavno metodo s katero lahko pois¢éemo naravne logaritme.
Logaritme z osnovo 10 pa dobimo le s preprostim deljenjem s Stevilom 2.302585093, ki je

hkrati naravni logaritem Stevila 10.
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5.4.1 Slabosti Vegove metode
Praktiéno je tezko najti slabosti v tej metodi. Metoda je izjemno natanéna ter zmozna

raCunanja logaritmov tudi na ve¢ deset mest natan¢no. Tudi raCunanje brez radunskega
stroja ni pretezko niti za povprecnega matematika. Sicer je metoda Se vedno podvrzena
napakam ¢loveka, toda manj kot pri na primer Briggsovi metodi. Zaradi dobre metode so

verjetno bili Vegovi logaritmovniki tako spostovani Se dolgo po njegovi smrti.

6. LOGARITMI PRED IN PO INDUSTRIJSKI REVOLUCUI
6.1 Ideja

V Casu pred industrijsko revolucijo se je vecina ljudi z matematiko ukvarjala le ljubiteljsko.
Prakti¢no so jo uporabljali le v ban¢nistvu, arhitekturi, vojski ter teoreti¢ni fiziki. Industrijska
revolucija je vse to krepko spremenila. Stroji so stvari postavili na glavo. Za uporabo v
inZenirstvu ter tudi fiziki so potrebovali izjemno natancéne izra¢une, kajti drugace bi bili stroji
slabo izdelani in posledi¢no bi dobivali slabe izdelke. Seveda pa niso bili ogroZzeni samo stroji,
ampak tudi ljudje. Logaritemske tablice so uporabljali tudi pomorscaki za navigiranje in ze
mala napaka jih je lahko vodila v smrt. Kot sem Ze omenil, so se na razlicnih tablicah z
izraCuni pogosto pojavljale napake. Charles Babbage se je tega zavedal. Vedel je, da bo do
napak prihajalo, dokler bo v racunanje vpleten clovek. Lotil se je snovanja stroja, ki bi
reSeval te raCune. Najprej se je lotil snovanja stroja, ki ga danes imenujemo diferen¢ni stroj.
Z njim naj bi tabeliral logaritme ter trigonometri¢ne funkcije, iz katerih bi ustvaril priblizne

polinome, a mu stroja ni uspelo nikoli dokon¢ati.

6.2 Pascalov kalkulator (1645)

Z idejo racunskega stroja, ki bi opravil izratune namesto ¢loveka, se je ukvarjal Ze Blaise
Pascal. Pascal je Zivel v ¢asu Briggsa oziroma malo kasneje ter je ustvaril prvi kalkulator, ki je
bil dovolj zmogljiv, da je bil uporabljen pri vsakdanjih opravilih. ZmoZen je bil seStevanja in
odstevanja ter mnozenja in deljenja s ponavljanjem. Njegova izdelava je bila razmeroma

draga, zato ni nikdar prislo do serijske proizvodnje.

V naslednjih dveh stoletjih je bilo kar nekaj patentov novih in novih racunskih strojev, vendar

le pri redkih je prislo do realizacije.
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Ob koncu 18. stoletju pa so luc sveta ugledali Stevilni izumi. Parni stroji so zamenjali Zivali pri
Stevilnih opravilih, Zelezne ladje so zacele tekmovati s tistimi, ki so imela jadra.
Komuniciranje je doZivelo popolnoma novo obliko. Ce pogledamo $ire: tehnologija je

izjemno napredovala v vseh pogledih.

A matematiki so izraCune Se vedno vecinoma opravljali ro¢no. Tudi Vega je ob koncu 18.
stoletja vse svoje izraCune opravljal roc¢no, tako kot mnogi njegovi sodobniki. Charles
Babbage, ki je vse to spremljal ter tudi sam izkusal, kako zapleteno je, se je odlodil to

spremeniti.

6.3 Logaritemsko racunalo
Kmalu po iznajdbi logaritmov je prislo do $e enega zanimivega pripomocka za racunanje. Ze v

20ih letih 17. stoletja so izumili t.i. logaritemsko racunalo, ki je bilo v bistvu analogni

racunalnik kot na primer v antiki abakus.

—

T

SLIKA 16 LOGARITEMSKO RACUNALO

Racunalo je bilo sestavljeno iz treh delov -> drsnika, jezicka ter ravnila. Racunala so se med
seboj razlikovala, vendar je bil princip delovanja pri vecini enak. Na levi strani ravnila so

oznake od spodaj navzgor: LL3, D, A LL2. Na desni strani pa e*, x, x2 ter e®1*.
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SLIKA 17 LEVA STRAN LOGARITEMSKEGA RACUNALA

Tudi na drsniku so posebne oznake, po navadi na levi strani C, Cl ter C. Na levi strani pa

1
x,~ ter x2.
X

SLIKA 18 DESNA STRAN LOGARITEMSKEGA RACUNALA
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Racunalo ima logaritemsko skalo, torej presledki med Stevili niso enaki, ampak se manjsajo
od leve proti desni. Zanimivo pa je, da so na primer Stevilke le od ena proti deset oziroma od
1 do 100 na skali za x?, vendar so vse ni¢le izpu$¢ene. Zaradi tega se mora s $tevili, ki so
vecje od 10 oziroma 100, upravljati rono, torej dodajati oziroma odvzemati decimalno

vejico.

Naprava deluje po metodi logaritmov, zato zmore spremeniti mnozenje v seStevanje po
pravilu:

loga * b =loga +logh
Iz tega lahko sklepamo, da seStevamo daljice.
Oglejmo si ra€unanje na principu logaritemskega racunala.
Izracunajmo preprost racun 3 * 7 = 21 s pomocjo logaritemskega racunala.

Enico na drsniku poravnamo z trojko na spodnjem ravnilu. Nato pois¢emo sedmico na
drsniku ter poglejmo katero Stevilo leZi pod njim. Vidimo, da je to 2.1, vendar ker vemo, da
smo racunali z dvema Steviloma, ki sta vecji od tega prestavimo decimalno mesto za eno, ter

dobimo stevilo 21.

Il i P LR LA
AR YT U H RN

R
70 w 90 1 8-
UL RRERE |
09 1

P riregen
06 0.7

SLIKA 19 3*%7=21
Deljenje deluje po podobnem postopku. Po pravilih, ki jih poznamo, vemo da je:

log% = loga —logh
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Tako nastavimo deljenec na ravnilu, delitelia pa nad tem Stevilom na drsniku. Nato

pogledamo katero Stevilo je postavljeno pod Stevilom 1 in to je nas rezultat.

Izracunajmo po tem postopku preprost racun: -=2

Nad Stevilom 8 na ravnilu nastavimo drsnik s stevilom 4. Poglejmo, kje je postavljeno Stevilo

1 in vidimo, da je to pri Stevilu 2.

Na tem logaritemskem racunalu pa je bila Se moznost razbrati obratno vrednost ter tudi
kvadrat Stevila.
Veliko racunal je imelo mozZnost raCunanja vrednosti tangens ter sinus za razlicne kote.

Seveda to ni bilo prevec natan¢no ra¢unanje, sploh na manjsih racunalih.

SLIKA 20 OBRNIJEN DRSNIK - MOZNOST RACUNANJA TANGENS IN SINUS VREDNOSTI.

Ceprav se racunalo imenuje logaritemsko, pa se logaritmov s tem raunalom ne da racunati.
Mozno je dolociti neko priblizno vrednost, vendar za uporabo v inZenirske ali astronomske

namene pa ni bilo primerno in je bilo bolje uporabiti Ze znane logaritemske tabele.

Racunalo je bilo v splosni uporabi vse do 70-ih let 20. stoletja, ko ga je nadomestil Zepni
kalkulator. S tem pripomockom se je racunanje rahlo poenostavilo, vendar je bilo

nenatancno ter podvrzeno k napakam.
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SLIKA 21 PORTRET CHARLESA BABBAGEA

Babbage je bil diplomant Univerze v Cambridgu. Studiral je matematiko, vendar kot $tudent
ni blestel. Izhajal je iz premoZne druZine in to mu je dajalo moZnost, da se je preizkusil na
Stevilnih podrogjih. Bil je velik izumitelj. Toda njegov najpomembnejsi izum, Ceprav ni bil
nikdar realiziran, je bil diferencni stroj ter kasneje Se analiticni.

6.4.1 Diferencni stroj 1

Babbage ga je ustvaril, da bi resSeval in tabeliral polinomske funkcije ter posledi¢no tudi
dobre priblizke za logaritmicne in trigonometri¢ne tabele. Stroj, ¢e bi bil kdaj izdelan, bi imel
sposobnost le dodajanja, seStevanja. Sestevanje pa bi potekalo po korakih, zato ni potrebe
po mnozenju ter deljenju, kar bi bilo tezje realizirati. Tudi za to bi bil diferencni stroj le

kalkulator.

Pa si poglejmo na primeru, kako bi potekalo ra¢unanje na diferenénem stroju:
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SLIKA 22 PRIMER RACUNANJA NA DIFERENCNEM STROJU

Tukaj je primer, po kakSnem postopku so diferencni stroji racunali. Na primer: imamo
funkcijo f(x) = x2 + 4. Prvih nekaj vrednosti imamo Ze izraéunanih —zax =1, 2, 3, 4. V prvi
koloni imamo vrednosti, ki jih vstavljamo kot x, v drugi imamo vrednosti, ki jih dobimo z
uporabo te funkcije, tretja in ¢etrta pa sta razliki. Vidimo, da je med f(1) in f(2) razlika 3. To
zapiSemo kot prvo razliko. Druga razlika je razlika med prvima razlikama. Druga razlika je
konstantna, tako da se ponavlja. Torej je vse ostalo mogoce izraCunati brez tezav. Vemo, da
se prva razlika konstantno veca, druga ostaja enaka, neznanka ostaja le f(x), ki pa se da

izraCunati upostevajoc€ zgornjo funkcijo ter prvo razliko.

Vidimo, da je metoda izjemno enostavna in ¢eprav je bil stroj zmozZen le sestevanja, je bil

vseeno dovolj sposoben, da je rac¢unal tudi polinome.
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TABELA 1 NACIN RACUNANJA DIFERENCNEGA STROJA

X f(x) =2x*>+2x RAZLIKA1 RAZLIKA 2
+1

1 5 8 4

2 13 12 4

3 25 16 4

4 41 20 4

5 65 24 4

Z uporabljeno metodo sem izracunal $e vrednosti za polinom f(x) = 2x2? + 2x + 1. To, da

je razlika 4 vedno enaka, je kljuéno za to metodo. Ce pa bi bil polinom tretje stopnje, pa bi

razlika 2 variirala, medtem ko bi bila razlika 3 konstantna.

Babbage si je zamislil, da bi stroj deloval v ve¢ zaporednih korakih. Dokoncanje stroja mu ni
nikoli uspelo, saj je bil njegov izum veliko pred tehnoloskimi zmoznostmi ¢asa. Ceprav bi
naceloma stroj potrebovali, ga zaradi prevelikih stroskov nikdar niso zgradili. Babbage je
dobil sredstva od drzave ter sponzorjev, vendar so le-ta kmalu zmanjkala in dela ni bilo

mogoce nadaljevati. Ce bi ga dokonali, bi tehtal priblizno 15 ton in bil visok okrog 2.5 metra.

Stroj bi bil zmozZen tabelirati logaritme ter tudi tiskati tabele, saj je imel tudi izhodno napravo
— nekaksen tiskalnik. So pa bili logaritmi tudi verjetno najpomembnejsi dejavnik, zaradi esar

je Babbage sploh naredil naért stroja.

6.4.2. Analiticni stroj

Babbageu je projekt spodletel, zato se je lotil snovanja drugega stroja, analiticnega.
Posebnost tega stroja je bila moZnost programiranja. Cetudi bi diferenéni stroj zgradili, ne bi
bil sposoben racunati veliko operacij. Ce bi hoteli kak$en drugaéen izracun, bi morali izgraditi
povsem drug mehanizem. Analliti¢ni stroj bi bil sposoben prehajanja med operacijami.
Babbage je vedel, da je moino vsak matemati¢ni problem razstaviti na Stiri osnovne

operacije — sestevanje in odStevanje ter mnozenje in deljenje.

Spomnimo se, da je Vega izpeljal formulo, s katero lahko dobimo marsikateri logaritem le z

mnozenjem, deljenjem ter seStevanjem. Tudi koreni se dajo izraCunat samo z osnovnimi
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operacijami, toda v ve¢ korakih, tako da bi moral »racunalnik« oziroma stroj dobivati

navodila za vsak korak.
Analiti¢ni stroj bi bil tako zgrajen iz vecih delov:

- Pomnilnika, kamor bi se shranjevale Stevilke,
- »mlinckak, kjer bi se opravljali izracuni,
- izhodne enote, torej nekaksnega tiskalnika, kjer bi se tiskali rezultati,

- luknjane kartice, kjer bi bila shranjena navodila.

Ravno te luknjane tablice so bile najzanimivejsi del stroja. V zaCetku 19. stoletja je le-te
uporabil za »programiranje« statev Joseph Jacquard. Z razlicnimi karticami bi lahko
uporabnik povedal, katere operacije in katere spremenljivke, naj stroj uporabi. Pristop je bil
zelo dober in tako je leta 1953 to na svojem elektronskem racunalniku uporabilo podjetje

IBM z razliko, da je bil program spravljen kar v pomnilniku.

Analiti¢ni stroj, Ceprav tudi ni bil nikoli zgrajen, je bil zelo pomemben za razvoj ra¢unalnistva.
Prvi¢ se je pojavilo programiranje v racunskih strojih. Ce bi bil kdaj zgrajen, bi bil zmoZen tudi

ra¢unanja logaritmov z ustreznim programom.

Zanimivo je, da je bilo narejenih Ze tudi nekaj programov za ta stroj. Vse pa je ustvarila Ada
Lovelace (1815-1852) , torej Zenska, ki je bila héerka slavnega lorda Byrona, lepotica, mati
treh otrok, glasbenica in matematicéni genij. Babbageu pa je pomagala Se finan¢no. Svoja dela
je podpisovala le z ALL, ker se v tistih ¢asih ni spodobilo, da bi Zenska mislila. Tako so Sele
mnogo po njeni smrti odkrili, kdo je avtor teh programov. Tako velja za prvo programerko v

zgodovini.
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SLIKA 23 PORTRET ADE LOVELACE

6.4.3. Diferencni stroj 2
Sredstva za analiti¢ni stroj Babbage ni dobil nikdar, saj so se vsi Se predobro spominjali

spodletelega poskusa z izgradnjo diferencnega stroja. Tako se je lotil dela, ki ga je znal
najbolje — naértovanja tehni¢no dovrsenih strojev. Diferenéni stroj 2 bi bil sposoben operirati
s Stevilkami dolgimi tudi do 31 Stevk ter s polinomi do najve¢ 7 stopnje. Za razliko od prvega
stroja, bi bil narejen iz tretjine delov, bil bi cenejsi in laZje bi ga bilo realizirati. Podobno kot

prvi stroj pa ne bi bil sposoben ra¢unanja logaritmov.

To je trenutno edini Babbagov stroj, ki je bil dokonéan. 153 let po tem pa je bil tudi
realiziran. Zgrajen je bil v Londonu v znak spostovanja do velikega inovatorja Charlesa
Babbagea. Projekt izgradnje je trajal kar 17 let. Ceprav so bili narti tehni¢no dovrieni, pa so
vseeno imeli dolocene pomanjkljivosti, za katere menijo, da jih je Babbage namerno vstavil,
da bi se zascitil pred kradljivci. V njegovih naértih na primer ni bilo navedenih materialov, ki
bi jih uporabili pri gradnji stroja. Stroj lahko danes obéudujemo v Znanstvenem muzeju v
Londonu. Zgrajen je iz 8000 delckov, tehta pet ton ter je dolg 3.35 metra. Identi¢nega temu

stroju pa so zgradili tudi v ZDA ter je na ogled v Muzeju racunalniSke zgodovine v Kaliforniji.
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SLIKA 24 DIFERENCNI STROJ 2, NAVPOGLED V LONDONU

6.5 Per Georg Scheutz

SLIKA 25 PORTRET GEORGA SCHERUTZA

Diferenéni stroj je bil podlaga za $tevilne kasnej$e stroje. Se v €asu Babbagea so $tevilni
inovatorji snovali diferencne stroje, mnogi po Babbageovem zgledu. Vendar pa je bil le

redkokateri tudi realiziran.
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Eden izmed teh inovatorjev je bil tudi Pehr Georg Scheutz, ki je osnoval svoj diferencni stroj
na osnovi Babbagevega. lzdelal je tri diferencne stroje. Zanimivo je, da je njemu uspelo,
Babbageu pa ne. To lahko pripiSemo Babbageovemu perfekcionizmu, saj je bil njegov model
stroja tehni¢no izjemno dovrSen, medtem ko je Scheutz v zameno za delovanje stroja,
marsikaj poenostavil ter tako prisel do stroja, ki pa ni bil tako zmogljiv. Stroj je bil namenjen
tiskanju logaritemskih tabel, ki jih je racunal s seStevanjem oziroma diferencami. Mnogi so
videli potencial tega stroja bolj v preverjanju Ze obstojecih tabel, ne toliko v tiskanju novih.
Vendar tudi ta stroj ni bil nikoli prodajna uspesnica. Bil je neprakti¢en ter nezanesljiv. Vzrok
je bil tudi, da takrat izraCunov niso potrebovali tako hitro kot danes in tako ni bilo velike
razlike med 15-minutnim ra¢unanjem stroja in med ¢lovekovim racunanjem, ki bi bilo daljse

za pol ali eno uro.

Tako so na enak nacin in iz zaradi enakih razlogov, propadle ideje Se mnogih kasnejSih

mehanskih strojev.

6.6 Elektronski racunalniki
Ceprav Babbageu in njegovim sodobnikom ni nikoli uspelo izpeljati projekta raéunskega

stroja, so pa postavili temelje za prihodnost. Babbageov analiti¢ni stroj je bil dolgo Casa
najbolj dovrsen racunski stroj, vse do leta 1943, ko so na Univerzi v Pensilvaniji zasnovali
ENIAC. To je bil prvi racunalnik, ki je bil realiziran in programljiv. Zanimivo je, da ga je
ameriSka vojska uporabljala za izracune v balistiki. To pomeni, da je bil uporabljen za
racunanja dometov topovskih krogel ter njihovih poti. To je predvsem zanimivo zato, ker je
to tudi podrocje Vegovega delovanja v avstrijski vojski. Vega je svoje matemati¢no znanje

uporabil za izboljSanje topov in poti njihovih izstrelkov.
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SLIKA 26 FOTOGRAFIJA ENIACA

Elektronski racunalniki so pomenili velik preskok naprej. Kon¢no je prislo do uresnicitve
Babbageovih idej z nadgradnjo. Ti stroji so bili sposobni reSevati zapletene matemati¢ne
probleme. Vendar pa so imeli veliko pomanijkljivost - Se vedno niso bili dostopni navadnim
smrtnikom. Le-ti so Se vedno uporabljali logaritemska racunala ter tabele. ENIAC in podobni

racunalniki so bili ogromni, vredni tudi vec sto tiso¢ dolarjev.

Seveda pa so tudi racunalniki hitro napredovali in tako smo leta 1972 dobili prvi racunski
pripomocek, ki je bil izjemno zmogljiv ter prakti¢en in sposoben ra¢unanja logaritmov.
Govorim seveda o prvem Zepnem kalkulatorju, ki ga je izdalo podjetje HP ter je zakolicil
uporabo analognih ra¢unalnikov. Imel je sposobnost izraéunavanja vseh racunskih operacij,

ki jih je sodobni inZenir potreboval, torej tudi logaritmov.
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SLIKA 27 PRVI ZEPNI KALKULATOR - HP 35

Tudi ti kalkulatorji tako kot ljudje, logaritme ra¢unajo po dolo¢enem postopku. Algoritmi za
racunanje logaritmov pa se razlikujejo glede na podjetje, ki stroje izdeluje. Vsako podjetje
iSCe svojo metodo, ki bi bila za kalkulator najlazja ter hkrati natan¢na. Najpogosteje naj bi

kalkulatorji uporabljali Taylorjevo vrsto s katero smo se Ze srecali pri Vegi.

1 1 1 1
oy — Zy2 4 a3 a4 a5 L
In(1+x)=x =X +3x 2" +5x )

Obstajajo Stevilne izpeljave te vrste. Eno izmed njih je uporabil tudi Vega. Drugi so

uporabljali podobne ali pa popolnoma drugacne formule, ki so dandanes bolj ali manj
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uporabne. Res pa je, da za izracune kalkulator porabi nekaj mikrosekund, medtem ko so

matematiki v Vegovem ¢asu temu posvetili velik del svojega Zivljenja.

TI-84 Plus

*i3 TEXAS INSTRUMENTS

AD/AE 0.5 AEA/AC 0.5

STAT PLOT F1 TBLSET F2 FORMAT F3 CALC F4 TABLE F5

M M M’ Wi’ s’

SLIKA 28 MODERNI GRAFIENI KALKULATOR T1 84 PLUS
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6.7 Razvoj racunalniStva v moderni dobi
Racunalnik je bil osnovan predvsem za potrebe racunanja na razli¢nih podrocjih. Dandanes

ga samo v ta namen uporablja zelo majhen delez ljudi. Postal je pripomocek, brez katerega si
Zivljenje ne znamo predstavljati. Najvecja prednost modernih ra¢unalnikov je, da se jih da
programirati, da jim lahko ukaZzemo, kaj naj naredijo in da lahko ukaze spreminjamo. To je

Zelel Ze slavni Babbage.

Kaj bi bilo, ¢e Babbage ne bi nikdar strmel v logaritemske tabele ter ¢e ne bi iznasel
analiticnega stroja? Bi potem danes lahko pisal raziskovalno nalogo na tem podrocju? Bi bil
Bill Gates genij ra¢unalnistva ali bi se ukvarjal s sestavljanjem logaritemskih tablic? Lahko

re¢emo, da je Vega pripomogel kaj k temu? So bili logaritmi klju¢ni dejavnik?

Na vsa ta vprasanja lahko sedaj delno odgovorim. Menim, da bi bil ta razvoj neodlozljiv,
¢etudi Babbage ne bi zasnoval analiticnega stroja. Industrijska revolucija je povzrocila, da so
se morali opravljati zahtevni izra¢uni vsakodnevno, zato so Stevilni iskali poenostavitve in
mehansko pomoc. Druga svetovna vojna pa je dokonéno pomenila drasti¢en razvoj na tem
podrocju. Morda bi brez Babbageovega dela bilo marsikaj zamaknjeno za nekaj let, vendar
racunalniki so bili logi¢na stopnja v tehni¢ni evoluciji. Vega je veliko dal podrocju logaritmov.
Sestavil je izjemne tablice, ki jim Se vrsto let ni bilo para. Toda, ali je to vplivalo na Babbagea,
bi tezko rekli. Trditev, da pa so njegove napake vplivale na to pa Vegi verjetno ne bi bilo
preve¢ v ponos. Za logaritme lahko trdimo, da so bili kljuéni dejavnik pri snovanju
racunalnika. Veliko mladih pravi, da je matematika brezzvezna, da nima smisla, ampak po
drugi strani pa vsakodnevno uporabljajo svoje iPade, iPode, racunalnike, ki jih poganja
operacijski sistem Windows ter igrajo igre na teh napravah, a se ne zavedajo, da je to vse

plod matematike.

54



7. UPORABA LOGARITMOV V RACUNALNISTVU IN DRUGOD
DANES

Logaritmi pa niso bili od nekdaj le nacin, kako bi pospesili racunanje oziroma jih niso
uporabljali le v matemati¢ne namene v preteklosti. Zelo pomembni so postali tudi v moderni
dobi. Ra¢unalnik je bil zasnovan za namene resevanja logaritmov. Ceprav sedaj to zmore e

prakti¢no vsak racunalnik, pa so odkrili Se ve¢ nacinov za uporabo le-teh.
V racunalnistvu so uporabljeni na stirih podrogjih:

e priracunalniski simulaciji,

e priurejanju slik,

e pri kriptografiji,

e prirazvoju aplikacij.
7.1 Racunalniska simulacija
V SirSem smislu to pomeni primerjanje statisticnih podatkov na osnovi katerih lahko potem
napovemo posledice, rezultate. Kot primer bi navedel stopnja potresa. Najbolj uporabljena
lestvica je dolgo bila in ponekod Se vedno je Richterjeva lestvica. Ta deluje po naslednji

formuli:
R =log (%) +B

Vidimo, da imamo Stiri neznanke:

e a pomeni amplituda nihanja na sprejemni postaji — v mikrometrih
e t pomeni Cas, kako dolgo je trajal potres

e B -—dejavnik, ki pokaZze narascajoco slabitev potresa stran od epicentra.

Poskusimo to sedaj uporabiti v prakticni rabi. Potres leta 1998 v Zgornjem Posocju je imel
magnitudo 5.6 po Richterjevi lestvici. 2. februarja 2012 smo ¢utili potres v severni Sloveniji,
ki je imel epicenter v Zelezni Kapli v Avstriji. Magnituda tega potresa po Richterjevi lestvici pa

je bila 4.2.

Zmotno bi lahko mislili, da je potres letos bil le 1.33333-krat mocnejsi, vendar ker vemo, da

je uporabljen logaritem moramo racunati drugace.
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Izracunajmo moc vsakega potresa:
4.2 =logxter5.6 =logy

Uporabimo pravilo za logaritme:

10%% = x ter 1056 = y
Ugotovimo, da je x = 15848.93192 ter y = 398107.1706.

Ce sedaj delimo ti dve $tevili, bomo ugotovili, da je bil potres leta 1998 kar 25-krat mo¢nejsi.

1"

109:0000 1090320 1050540 1091000 1091320 1091640 10G2000 12092320 100:2640 1/0930:0110933:20
Tirne{ minutes s )

SLIKA 29 PRIMER IZPISA 1Z SEIZMOGRAFA
Racunalnik lahko vse te podatke zajame ter predvidi posledice. Ra¢unalniska simulacija se
dandanes pojavlja v vseh kotickih sveta. V avtomobilski industriji s simulacijami predvidevajo
posledice nesrec, v motoSportu hitrost dirkalnikov ter kako doloceni dejavniki vplivajo na le-
to. Predvidevajo tudi posledice razlicnih vremenskih pojavov, posledice epidemij. Seveda se
povsod ne pojavljajo logaritmi. Po drugi strani pa je Zalostno, da so vsi taksni produkti najprej

snujejo za uporabo v vojaske namene in Sele na to pridejo v mnoZi¢no uporabo.
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7.2 Obdelovanje slik

Ljudje vedno bolj skrbimo za naso zunanjo podobo. Vendar so v zadnjem desetletju socialna
omreZja popolnoma spremenila to izkuSnjo. Danes marsikoga poznamo le preko interneta in
slike so tiste, preko katerih si izdelamo neko predstavo o ¢loveku. Toda o pristnosti slike ne
moremo biti prepri¢ani, dokler ne spoznamo c¢loveka v Zivo. Programsko opremo za

manipularnje slik pa v naSem ¢asu ni problem dobiti.

Ja, in tudi tukaj so prisotni logaritmi. Uporabljajo se za izboljSavo ter primerjavo slik. Vemo,
da so slike sestavljene iz slikovnih pik. Poznamo tri vrste slikovnih pik in sicer za rdeco, zeleno
ter modro barvo. Ostale barve pa nastanejo z mesanje le-teh. Vsaka slikovna pika pa nato
dobi, glede na to v kakSnem razmerju so te tri barve posebno vrednost logaritma. Tako je

mozna izjemno lahka primerjava ter manipulacija z barvami.
7.3 Razvoj aplikacij

Vsak program je narejen iz nekega programskega jezika. Racunalnik razume le binarni zapis,
v katerega se mora program nato prepisati. Vsi programski jeziki so imeli moZnost ra¢unanja
logaritmov. Torej, vsak programski jezik ima neko svojo metodo po kateri reSuje logaritme. S
Taylorjevo vrsto ali éem podobnim. Tako so lahko tudi danes logaritmi uporabljeni kot
sestavni del programov predvsem ko Zelijo izraziti neke nelinearne povezave.

7.4 Kriptografija

Korenine kriptografije segajo vse v dobo antike. Sifriranje sporocil je bilo od nekdaj
pomembno predvsem za vojaske namene. Julij Cezar je na primer Sifriral svoja sporocila
tako, da je zamaknil ¢rke za nekaj mest po abecedi. Na primer, ¢e bi hotel Sifrirati besedo
logaritem, bi uporabil besedo MPHBSJUFN. Nato bi moral povedati naslovniku klju¢, po
katerem naj deSifrira sporocilo. Toda ta nacin je izjemno enostaven in ga Ze osebni
racunalnik zmore desifrirati v trenutku. Za sodobne namene so tako morali iznajti nacin, ki
bo kodiral sporocila bolje.

7.4.1. Diskretni logaritmi
V uporabo so vzeli diskretne logaritme.

Diskretni logaritem se uporablja kot reSitev enacbe:

a* =y LK=>x=log,y
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Racdunamo ga v mnotZici grup. Grupa je par (G, *), kjer G predstavlja mnoZzico, * pa operacijo,

ki se izvaja.
Za operacijo * mora veljati:

e Asociativhost—(a*xb)*c=ax(bxc),a,b,c €G
e Zavsak element iz G obstaja nevtralni element iz G, takodajea*e = a

e Zavsak element iz G obstaja inverzni element iz G, takodajea*i=i*xa =-e

Diskretne logaritme racunamo v grupah oblike Zp, torej v mnoZici ostankov pri deljenju s p:

{0,1,2,3,.. p-1}.
Poglejmo si to na primeru:
Vzemimo Z,; = {0,1, 2,3, ... 22}.
Zanima nas, kdaj je 3* = 12 v Z,3 oziroma 3* = 12 (mod 23).
Racunamo torej, pri kateri vrednosti x, bo ostanek deljenja dobljene vrednosti s 23, enak 12.
Torej: x = logz 12 (mod 23)
Postopek resevanja:
e Potenciramo 3

31 = 3 (mod 23)

32 = 9 (lmod 23)

33 = 4 (mmod 23)
3% = 12 (mod 23) —resitev!

Ampak, ¢e nadaljujemo...
311 = 1(mod 23), kar lahko tudi uporabimo

3% % 311n = 33411 — 12 x 1(mod 23) = 12 (mod 23) =>x =3+ 11n,¢ejen €N
Tako, da je lahko resitev neskon¢no mnogo.

7.4.2. Uporaba diskretnih logaritmov v kriptografiji
Na primeru si Se poglejmo, kako bi to lahko uporabili danes v kriptografiji.

Janko in Metka se dogovorita, da bosta racunalav Z,3 inda je g = 3.
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1. Metka siizbere elementiz Z,3:a=7
1.1 Opravi izradun: g% = 37 = 2 (mod 23)
1.2 Ter poslje Janku A = 2.
2. Jankosiizbere elementiz Z,3: b =14
2.1 Opravi izraéun: g° = 3'* = 4 (mod 23)
2.2 Ter poslje Metki B = 4
3. Metka dobi B =4 in izraduna: 4* = 47 = 8 (mod 23)
4. Janko pa dobi A =2 in izra¢una: 2° = 2% = 8 (mod 23)
5. Oba torej dobita rezultat 8. To ozna¢imo kot s=8. To Stevilo lahko v nadaljevanju

uporabita za kodo.

Poskusajmo sedaj ugotoviti, ali je moZino izracunati s, z zbranimi podatki:

Javni podatki: Z,3,8=3,A=2,B=4
Skrivni podatki:a=7,b=12,5s=8
Vemo, daje s = 3%?(mod 23), vemo tudi, da je 3% = 2 (mod 23) ter 3” = 4 (mod 23).
Potencirajmo 3 in dobimo:

37 = 2 (mod 23)

3% = 4 (mod 23)
Ter:
31 = 1(mod 23),
Iz tega nato vstavimo v enacbo, ki jo Ze poznamo:

37 % 31N = 3741 =5 g = 7 + 11n
314 5 3110 = 314+1In =5 h = 14 + 11n
Torej bo rezultat vsake enacbe:
3(7+11n)(14+11n) — g (mod 23)

Ceprav smo pridli do resitve pa je dejstvo, da smo izbrali iziemno nizka naravna Stevila ter

prastevila. Pri veliko vecjih Stevilih pa je moZnost razbitja te kode v kratkem ¢asu majhna.
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Obstajajo Stevilni zelo dobri algoritmi za razbitje, ampak je pri diskretnih logaritmih problem

tudi ta, da je lahko srednje tezak primer enako tezak kot najzahtevnejsi za desifriranje.

7.5. Uporaba logaritmov drugod

Ob uporabi v racunalniStvu pa so logaritmi uporabni Se drugod:

e pH lestvica v kemiji nam pove ali je spojina kisla ali bazi¢na. To lahko dolo¢imo z
vrednostjo oksonijevih ionov.

Vrednost izraéunamo po enacbi
pH = —log[H307]

e V ekonomiji se uporablja za racunanje obrestnih mer ter tudi SirSe za rac¢unanje BDPja
oziroma kako mocno bi moral neki drzavi rasti BDP, da bi priSla do Zelenega ter po
kolikSnem casu bi to dosegla.

e Pri racunanju jakosti zvoka. Razlika med zvokom dirkalnika ter kapljanjem vode je tudi
milijonkrat ali miljardokrat vecje. Logaritemska lestvica to pretvori v Stevilke, ki so nam

blizje.
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8. DRUZBENA ODGOVORNOST

Informacijsko komunikacijska tehnologija in ne le racunalniki dozivlja v zadnjih
desetletjih izjemen napredek. Ce so bili zgodnji racunalniki le v vlogi kalkulatorjev, danes
temu ni tako. A obstaja dejstvo, ki ga ne smemo spregledati. Velik del informacijsko
komunikacijske tehnologije, ki jo uporabljamo, je bilo prvotno razvite za vojaske potrebe.
Tudi korenine svetovnega spleta so v ameriski vojski. In glede na to, kar danes
vsakodnevno uporabljamo, si zlahka predstavljamo kaksno tehnologijo ima vojska. Le

upamo lahko, da te tehnologije ne uporablja za krSenje temeljnih ¢lovekovih pravic.

Prav tako informacijsko komunikacijska tehnologija omogoca, da smo nadzorovani
takorekoc€ povsod. Velik problem predstavlja svetovni splet s svojimi druzabnimi omrez;ji,
oblaki, ... Vse, kar objavimo v svetovnem spletu, objavimo »za vedno«. Zato je treba biti
izjemno pazljiv. Podatki, ki jih delimo s svetom v trenutku nepazljivosti, lahko vplivajo na

naso prihodnost, velikokrat ne v dobrem smislu.

Na razvoj rac¢unalnika so vplivali tudi logaritmi. Bi nam bilo bolje, ¢e Babbage ne bi nikoli
ustvaril analitiénega stroja in ne bi poznali ra¢unalnika? Odgovor je preprost. Ne. Pravijo,
da so razli¢ne tabele, tudi logaritemske prihranile Stevilnim astronomom pol Zivljenja, kaj

jim je torej prihranil Sele ra¢unalnik?

A pomisleki vendarle ostajajo. Ce se toliko govori o spostovanju ¢lovekovih pravic v
realnem Zivljenju, kaj daje potem vladam sveta pravico do nadzora s pomocjo
informacijsko komunikacijske tehnologije? Ni¢, toda Se vedno si jo vzamejo, ker mislijo,

da so nedotakljivi.
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9. RAZPRAVA

Pred raziskovanjem sem si zadal sedem hipotez, ki jih po raziskovanju lahko sedaj bodisi

zavrzem ali potrdim.

o Hipoteza 1. Logaritemske tabele so bile uporabljene tudi med nematematiki.

Potrjena.

Logaritemske tabele so bile uporabljene prakticno med banc¢niki, astronomi do mehanikov

ter fizikov. Kasneje so pa so bile uporabne tudi v Solstvu.

e Hipoteza 2. Vegov nacin racunanja logaritmov je primeren za ra¢unanje logaritmov

na vsaj 10 mest natan¢no.Potrjena.

Ne le to, Vegov nacin je zmozZen racunanja na ve¢ 10 mest natancno. Potrebna je le

vztrajnost, Ceprav vrsta konvergira izjemno hitro.

e Hipoteza 3.Vegov nacin racunanja logaritmov je najbolj izpopolnjen nacin ter lazji od
predhodnjih. Potrjena
e Hipoteza 4. Prvi racunalnik je bil ustvarjen pod vplivom logaritmov. Potrjena.

e Hipoteza 5. Prvi racunalnik je bil ustvarjen pod vplivom Jurija Vega. Zavrnjena.

Cetudi bi se Babbagu porodila ideja ravno med gledanjem Vegovih logaritmov mislim, da
Vega na to ne bil ponosen. Glede na natanc¢nost njegovih logaritmovnikov je tudi to malo

verjetno.
e Hipoteza 6. Racunalnik racuna logaritme na isti nacin kot Vega. Deloma.

Racunalnik uporablja podoben nadin, s Taylorjevo vrsto, toda racunalnik ne potrebuje

tako razvitih formul, kot jih je pripravil Vega.

e Hipoteza 7. Ceprav je bil logaritem zamisljen kot racunski pripomocek, ki bi
poenostavil racunanje, se ga lahko danes, ko racunanje ve¢ ni problem, uporablja na

Stevilne nacine. Potrjena.

Logaritmi so uporabljeni na Stevilnih podrocjih od racunalnistva pa do kemije, predvsem

zaradi njihove priro¢nosti.
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e Hipoteza 8. 7Ze Vega je vedel za prakti¢nost njegovih logaritmov v kriptografiji.

Zavrnjena

Nacin uporabe logaritmov, ki jih danes uporabljajo v kriptografiji, je pretezak, da bi ga bil

zmogel reSevati Clovek. Tako, da na tem podrocju Vega ni imel vpliva.
e Hipoteza 9. Brez Jurija Vege Bill Gates ne bi bil to kar je. Zavrnjena
Povezave med Vego in Gatesom nisem odkril.

Raziskovanje na tem podrocju je seveda Se moZno. Sam sem se osredotoCil le na
zaCetnike logaritmov ter Vego. Z raCunanjem logaritmov so se ukvarjali Se Stevilni drugi,

ki jih sam nisem raziskal.

Pomen svojega dela vidim predvsem v tem, da sem nasel pomen logaritmov, vpliv Vege
na to in pokazal, da je lahko tudi majhen Slovenec najboljsi v svetu na svojem podrocju,
ter da ljudje ne bodo poznali Vege le kot nekoga, ki je bil na tolarskem bankovcu, vendar
kot enega izmed najvedjih slovenskih matematikov v zgodovini, ki je prispeval k razvoju
Clovestva in nam pokazal, da je matematika povezana s svetom na mnogo nacinov, ki pa
niso vidne na prvi pogled. Danes internet uporablja ve¢ kot 2 in pol miljarde ljudi. Koliko

od teh jih ve, da je bil pod vplivom logaritmov zasnovan prvi raéunalnik?

10.  ZAKUUCEK

Ko je Napier leta 1614 zasnoval logaritme si verjetno ni predstavljal kakSen pomen bodo
imeli v matematiki. Verjetno je videl logaritme le kot racunski pripomocek, ki bo olajsal

racunanje, vendar je kmalu postal ve¢ kot le to. Uporabljali so jih mnoZicno na vseh

63



podrogjih. Z njimi se je ukvarjal tudi eden izmed slovenskih matematikov vseh casov, ki je
izdal najpopolnejSe in najnatancnejSe logaritemske tabele do takrat. Metoda je bila
dovolj natanc¢na, da s podobno metodo racunajo dandanes tudi racunalniki. Ravno
logaritmom pa se lahko zahvalijo danasnji uporabniki ra¢unalnikov, saj je bil pod vplivom
njih zasnovan prvi racunski stroj. Lahko re¢emo, da so pospesili razvoj na tem podrocju.
Ceprav danes, ko z racunanjem velikih $tevil nimamo ve¢ teZav pa so logaritmi $e vedno
uporabni na veliko podro¢jih. Verjetno bodo v prihodnosti Se na marsikaterem podrodju,
o katerem pa se nam danes niti ne sanja. Morda pa so logaritmom Steti dnevi in jih bo Ze
jutri nadomestil kak drug pripomocek. Nikoli se ne ve, ¢as v matematiki in racunalnistvu
zadnjih nekaj desetletjih teCe izjemno hitro. Vega je leta 1797 izdal tablice z vsemi
prastevili do Stevila 400.031. Danes ima najvecje znano Stevilo 17.425.170 mest! Upamo

lahko samo, da bo smer prava in bo le izboljSala blaginjo ¢lovestva.
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