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POVZETEK

V raziskovalni nalogi sem raziskovala deljivost celih Stevil, kjer sem si pomagala z
znanjem kongruenc. V teoreticnem delu naloge sem na podlagi ucbenika za prvi letnik
srednje Sole obnovila in poglobila svoje znanje o deljivosti celih Stevil. Ponovila sem
pomen prastevil, sestavljenih §tevil, naCine iskanja skupnih deliteljev in veckratnikov
dveh celih stevil, Evklidov algoritem, Eratostenovo sito, osnovni izrek aritmetike,
osnovni izrek o deljenju, relacijo deljivosti in kriterije deljivosti. Na kratko sem se
srecala tudi z zgodovinskim ozadjem deljivosti celih Stevil, kjer sem s pomocjo
literature poiskala nekaj dejstev o slavnih matematikih, ki so se ukvarjali z deljivostjo in
kongruencami. Ze v teoretitnem delu sem se sre¢ala z dopolnjevanjem matematiénih
dokazov, saj so v literaturi dokazi vselej zapisani brez vseh korakov. Ta metoda dela se
je izkazala za pomembno tudi v raziskovalnem delu. V raziskovalnem delu sem
proucevala kongruence in njihove lastnosti. Ugotovila sem, da nam kongruence olaj$ajo
racunsko operacijo deljenje in nam hkrati omogoc¢ajo racunanje z vecjimi Stevili brez
uporabe tehnologije. Prou¢evala sem racunske operacije s kongruencami in se nazadnje
sreala s pomembnimi izreki, kot so Eulerjev, Fermatov in Willsonov izrek. Ugotovila
sem, da nam prastevila omogocajo ve¢ moznih poti reSevanja matemati¢nih problemov
in uporabe kongruenc kot pa sestavljena Stevila. V zadnjem in najpomembnejSem delu
raziskovalne naloge sem teoreticno znanje kongruenc preizkusila na konkretnih
primerih. V literaturi sem nasla naloge, ki pa niso imele zapisanega postopka reSevanja,
tako sem jih razmislila sama. Nazadnje sem se preizkusila Se v samostojnem
konstruiranju primerov, kako s kongruencami re$iti naloge o deljivosti. Pri
konstruiranju sem si pomagala s teoreticnim znanjem o kongruencah, ki sem ga
pridobila tekom raziskovanja. Nekaj primerov uporabe kongruenc sem natanc¢no
predstavila v raziskovalni nalogi in jih razlozila svojim vrstnikom na dodatnem pouku
iz matematike. Pri izdelavi raziskovalne naloge sem ugotovila, kako pomembno je
teoreticno znanje pri reSevanju konkretnih matemati¢nih nalog, kar je pomembno pri
samem pouku matematike. Veliko teoreticnih pojmov sem si razjasnila prav pri
dopolnjevanju matemati¢nih dokazov, kar se je izkazalo za pomemben del moje

raziskovalne naloge.



ABSTRACT

This research paper is intended to explore the divisibility of whole numbers (integers) by
drawing upon my personal knowledge of congruence. In the theoretical part of the
assignment, | refreshed and increased my knowledge of the divisibility of integers on the
basis of a textbook for the first year of secondary school. I revised the following areas: the
meaning of prime and composite numbers, ways of looking for common divisors and
multiples of two integers, the Euclidean Algorithm, the Sieve of Eratosthenes, the
Fundamental Theorem of Arithmetic, the Fundamental Theorem of Divisibility, relation of
divisibility and divisibility criteria. | also got familiarised with the historical background of
divisibility of integers in brief by using relevant literature where | found some facts about
famous mathematicians who have dealt with divisibility and congruence. In the theoretical
part, | already encountered the problem of complementing mathematical proofs, as the
literature always provides evidence without any steps written. This working method has
proven to be important for the research part of this work as well. In the research part, |
studied the congruences and their properties. | found out that the congruences facilitate the
operation of calculating divisibility and allowing us to calculate with larger numbers
without the use of technology at the same time. | studied arithmetic operations with
congruences and finally met with important theorems, such as Euler's, Fermat's and
Willson's theorems. | found out that the primes provide for more possible paths for solving
mathematical problems and using congruences than composite numbers. In the last and the
most important part of the research paper, | examined the theoretical knowledge of
congruence in specific cases. | found exercises in the literature which did not have a written
procedure for solving them, so | thought of it myself. Finally, | tried to set up my own
examples of how to solve the divisibility exercises by using congruences. When designing
the examples, | used my theoretical knowledge of congruence that | gained during the
research. Some examples showing the use of congruence were presented in the research
project in detail and | explained them to my peers during the supplementary lessons in
mathematics. When drawing up the research paper, | became aware of the importance of
theoretical knowledge in solving specific mathematical exercises, which is very important
in maths lessons. Many theoretical concepts became clear to me by complementing

mathematical proofs, which proved to be an important part of my research work.
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1. UuvoD

V svoji raziskovalni nalogi sem se ukvarjala z deljivostjo Stevil in kongruencami.
Proucila sem njihove lastnosti in pravila, ki jih je potrebno poznati za raCunanje z njimi.
Izpeljala sem tudi dokaze za izreke o kongruencah. Nazadnje sem pridobljeno znanje

preverila Se na prakti¢nih primerih.

1.1 NAMEN RAZISKOVALNE NALOGE

Namen moje raziskovalne naloge je bil poglobiti svoje znanje o deljivosti in ga razsiriti
na kongruence. Z njimi si namre¢ olaj$amo racunsko operacijo deljenje. Zelela sem se
seznaniti z lastnostmi kongruenc in pravili za ra¢unanje s kongruencami. Da bi le-te
bolje razumela, sem vecino pravil skusala tudi sama dokazati ali dokaze dopolniti.
Teoreticno znanje, ki sem ga dobila tekom raziskovanja, sem Zelela uporabiti tudi na
konkretnih primerih. Tako sem preverila svoje razumevanje in tudi nekatere primere

sama konstruirala.

1.2 CILJI RAZISKOVALNE NALOGE

V raziskovalni nalogi sem Zelela slediti predvsem naslednjim zastavljenim ciljem:

- Ali nam znanje kongruenc olajSa raziskovanje deljivosti v mnozici celih Stevil?
- Ali je pri ugotavljanju deljivosti celih Stevil pomembno dejstvo, da je Stevilo
prastevilo ali sestavljeno Stevilo?

- Ali lahko ugotavljamo deljivost velikih celih Stevil brez uporabe tehnologije?

1.3 HIPOTEZE RAZISKOVALNE NALOGE

V raziskovalni nalogi sem si postavila naslednje hipoteze:

- Znanje kongruenc nam olajSa raziskovanje deljivosti v mnoZici celih Stevil.



- Ce je $tevilo prastevilo, imamo ve¢ na¢inov ugotavljanja deljivosti s tem 3tevilom,
kot Ce je Stevilo sestavljeno.
- Deljivost velikih celih $tevil lahko ugotavljamo brez uporabe tehnologije s pomocjo

teoretiCne podlage.

1.4 METODE DELA

Tema moje raziskovalne naloge sloni na deljivosti celih Stevil, kar smo pri pouku
matematike obravnavali v prvem letniku srednje Sole. Tako sem v svoji raziskovalni
nalogi poglobila svoje znanje o deljivosti celih Stevil. Obnovila sem pojme, kot so
prastevila in sestavljena Stevila, Evklidov algoritem, Eratostenovo reseto, kriterije
deljivosti, osnovni izrek aritmetike in osnovni izrek o deljenju, pri ¢emer sem Si
pomagala z ucbenikom za matematiko za prvi letnik. Svoje raziskovanje sem
nadaljevala s pomocjo razli¢ne literature, kjer sem spoznala pojem kongruenca,
racunanje s kongruencami, Eulerjev, Fermatov in Willsonov izrek. To znanje kongruenc

sem povezala z znanjem o deljivosti.

Vendar pa sem kmalu naletela na tezave, saj v literaturi nisem nasla natan¢nih dokazov
za izpeljavo izrekov. Nekatere podrobnosti dokazov preprosto niso bile tako natan¢no
razlozene ali pa so jih avtorji smatrali za samoumevne in so jih izpustili. Na tem je torej
temeljil vecji del mojega raziskovanja. Izpeljevala in dopolnjevala sem dokaze za
pravila in izreke, ki jih uporabljamo pri ugotavljanju deljivosti celih Stevil in racunanju

s kongruencami.

Nazadnje sem na novo pridobljeno znanje preverila na konkretnih primerih. Nekatere
primere sem reSila kot naloge iz matematicnih ucbenikov, kjer sem lahko preverila
reSitve. Za konec pa sem s pomocjo poznavanja teorije in izrekov poskusila konstruirati
lastne primere. Na teh primerih sem torej uporabila vse tisto, kar sem se tekom

raziskovanja naucila.



2. TEORETICNI DEL

2.1 DELJIVOST CELIH STEVIL

Deljenje je ze od nekdaj veljalo za Cetrto racunsko operacijo in za najzahtevnejSo od
vseh. Prve prave metode deljenja so najbrz odkrili arabski matematiki, ob prelomu
tisoCletja pa so se razsirile v Evropo. Pri deljenju si velikokrat pomagamo s
kongruencami, ki nam olajSajo raziskovanje lastnosti deljenja in nam pomagajo pri

deljenju vecjih stevil.

2.2 PRASTEVILA, SESTAVLJENA STEVILA IN
OSNOVNI IZREK ARITMETIKE

Prastevila so Stevila, ki imajo natanko dva delitelja: Stevilo 1 in samega sebe. Najmanjse
prastevilo je Stevilo 2, ki je tudi edino sodo prastevilo. Prastevila je raziskoval Ze Evklid
leta 300 pr. Kr. Prihajal je iz Aleksandrije v Egiptu, kjer so Se posebej cenili
matemati¢no znanje. Njegovo najslavnejSe delo so Elementi. To je bilo trinajst dolgih
zvitkov papirusa, Kjer je bila zbirka do tedaj najpomembnej$ih matemati¢nih rezultatov
grske tradicije. Napisani so zelo sistemati¢no, zasnovano na podlagi aksiomov, izrekov
in dokazov, s ¢emer je Evklid opisal ravninsko geometrijo. Se veliko stoletij po njegovi
smrti, so se Studentje matematike zgledovali po njem in uvedli celo obred imenovan
Evklidov pogreb. Izvod Evklidovega dela so preluknjali, nato pa je sledil pogrebni
sprevod, molitve, nazadnje pa Se sezig knjige. S tem so proslavljali zakljucke svojih
matemati¢nih $tudij. Tudi ucenci Pitagorove filozofske Sole so $e posebej cenili
prastevila. Danes se praStevila pogosto uporabljajo pri kriptografiji in Sifriranju tajnih
sporocil. Najvedje znano prastevilo je 2*3'%°% in ima 12978609 mest. (Berlinghoff,
2008, str. 25).



Slika 1: Evklid.

Z iskanjem prastevil se je ukvarjal ze starogrski matematik Eratosten. Eratosten je
prihajal iz Aleksandrije, kjer je vodil veliko knjiznico. Tukaj je bilo na zvitkih
papirusov shranjeno skoraj vse dotedanje znanje. Prav to je pripomoglo k temu, da je
postal odli¢en pisec in ucitelj. Tako je nekega dne po nakljucju prebral zgodbo o mestu
Siene, kjer zarek sonca posveti naravnost v vodnjak in doseze vodno gladino na dnu, ta
pa se potem odbije kot ogledalo nazaj na povrsje. 1z tega je sklepal, da mora sonce biti v
tistem trenutku natanko nad vodnjakom, to pa njegovim zarkom omogo¢i, da ne dajejo
nobene sence. A ko je sam opravil preizkus v Aleksandriji, mu to ni uspelo. Zarki so na
tla pod majhnim kotom metali kratko senco. Eratosten je ta kot izracunal in ugotovil, da
znaSa natan¢no eno petdesetino kroga, kar je 7,2°. Ta podatek mu je koristil, da je lahko
izraCunal velikost nasega planeta. Razdaljo od Aleksandrije do Siene je pomnozil s
petdeset in dobil rezultat, da je obseg zemlje 40.000 km, kar je bil za tiste ¢ase zelo
natancen izracun. Na podlagi tega je Eratosten narisal tudi nov zemljevid sveta, Kjer si
je pomagal z namiSljenimi ¢rtami - poldnevniki in vzporedniki. Verjel je, da so nekje na
svetu Se neodkrite celine in oceani. Bil je eden najboljSih geografov in matematikov,
vendar za Casa svojega zivljenja ni bil cenjen. Umrl je v starosti 80-ih let, slep in

obubozan. IznaSel je poseben postopek, kako najti prastevila do poljubnega, ne
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prevelikega naravnega Stevila, ki ga po njem imenujemo Eratostenovo sito ali reseto.

(Ball, 2010, str. 29).
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Slika 3: Eratostenovo sito.

Najprej zapisemo vsa $tevila do n”in med njimi preértamo veckratnike Stevila dva, ki
so vecji od 2. Pogledamo, katero izmed $tevil je ostalo ne precrtano. V nasem primeru
je to Stevilo 3, zato ponovno preértamo vse veckratnike Stevila 3, ki so vecji od 3.
Tokrat ostane prvo ne preértano Stevilo 5. Postopek ponovimo, vedno pa je prvo ne

precrtano Stevilo prastevilo. Postopek je sicer zamuden, vendar je zelo preprost in nam
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pomaga pri iskanju novih prastevil. Za vsako sestavljeno Stevilo, ki Smo ga pri postopku
precrtali, vidimo, koliko razli¢nih prastevil se nahaja v njegovi razcepitvi. Teh je to¢no

toliko, kolikokrat smo Stevilo precrtali.

Sestavljena Stevila so Stevila, ki imajo vec kot dva delitelja. Izjema je Stevilo 1, ki ima

samo enega delitelja.

Vsako naravno Stevilo n lahko na en sam nacin zapiSemo kot produkt potenc s

prastevilskimi osnovami, kar imenujemo osnovni izrek aritmetike:

n=p"-p;* ... p"
Pi--.PeeP,m..m eN

2.3 KRITERIJI DELJIVOSTI

Ko se sreCujemo s pojmom deljivosti, hitro nastanejo tezave pri deljenju vecjih Stevil.
Ce je $tevilo preveliko, si ne moremo pomagati z navadnim radunalom. Do resitve pa
lahko pridemo brez ve¢jega napora, ¢e poznamo pravila oziroma kriterije za deljenje.
Pravila so preprosta in si jih zlahka zapomnimo, zraven tega pa nam olaj$ajo ra¢unanje

brez racunala.
1) Deljivost z 2, 5, 10, 100 in 1000:

- Stevilo je deljivo z 2, ko je zadnja tevka tevila deljiva z 2.
- Stevilo je deljivo s 5, ko je zadnja Stevka enaka 0 ali 5.
- Stevilo je deljivo s potenco $tevila 10, ko na koncu $tevila nastopa toliko nicel,

kolikSen je eksponent potence Stevila 10.
Ta pravila lahko dokaZzemo na preprost nacin:

n=a,...a,aa,

n=a,+a,-10+a,-10* +...+a, -10"
n=a,+10-(a, +a, -10+...+a, -10"*)
n=a,+2-(5-(a, +a, -10+...+a,-10"*))
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2) Deljivost s Stevilom 3 in 9:
- Stevilo je deljivo s 3 oziroma z 9, &e je vsota njegovih §tevk deljiva s 3 oziroma z 9.

Dokaza za kriterij deljivosti s Steviloma 3 in 9 sta bolj zapletena:

n=a,-10"+...+a,-10* +a,-10° +a,-10* +a,-10 + a,

n—krat

n=a, -(99...9+1J+...+a4 (9999 +1)+a,-(999+1)+a,-(99+1)+a, - (9+1)+a,

n=99..9a +a,+...+9999a, +a, +999a, + a, +99a, +a, +9a, +a, + q,

n—krat

n= (99...9an +...+99993, +999a, + 99a, +9a1]+ a,+..+a,+a,+a,+a +4a,

n—krat

n=9-{11...1an+...+1111a4+111a,3 +11&12+a1}ran+...+a4-|ra3+a2+a0

n—krat

S tem smo dokazali, da je Stevilo deljivo z 9, €e je vsota njegovih Stevk deljiva z 9. 1z
tega lahko izpeljemo tudi sklep, da je Stevilo deljivo s 3 takrat, ko je vsota njegovih

Stevk deljiva s 3, saj je Stevilo 9 veckratnik Stevila 3.
3) Deljivost s stevilom 6:

- Naravno $tevilo je deljivo s 6, e je deljivo z 2 in s 3 hkrati, oziroma ¢e je zadnja

Stevka sodo Stevilo in je vsota vseh Stevk deljiva s 3.

4) Deljivost s Stevilom 4 in 25:

- Stevilo je deljivo s 4 oziroma s 25, ko je njegov dvomestni konec deljiv s 4 oziroma
S 25.

DokaZzemo podobno, kot deljivost z2 in s 5.
5) Deljivost s Stevilom 8 in 125:

- Stevilo je deljivo z 8 oziroma s 125, ko je njegov trimestni konec deljiv z 8 oziroma
s 125.

DokaZzemo podobno, kot deljivost z 2 in s 5.

13



6) Deljivost s 7 in 11:

- Stevilo n je deljivo s sedem, &e enice poljubnega Stevila n pomnozimo z 2 in
dobljeni produkt odstejemo od Stevila, ki smo ga dobili tako, da Stevilu n

odvzamemo enice, pri tem pa dobimo rezultat, ki je deljiv s 7 ali pa je enak nic.
Dokaz za deljivost s Stevilom 7:

Naj bo poljubno naravno $tevilo n=a a, ,...a,a,a,. Ozna¢imo enice z b = a,. Ce enice

odrezemo od $tevila n, dobimo a=a,a, ,...a,a,. Potem je n=10a+b.

Naj velja a—2b=7-k. S preoblikovanjem te enacbe dobimo:

10a — 20b = 70k
10a—20b+b =70k +b
10a+b =70k + 21b
10a-+b =7(10k + 3b)

n = 7(10k + 3b)

Ce 7 deli a—2b, potem 7 deli n.

- Stevilo je deljivo z 11, kadar je alternirajo¢a vsota njegovih §tevk enaka ni¢ ali pa

je deljiva z 11.
Dokaz za deljivost s $tevilom 11:
Pri dokazu uporabimo znanje kongruenc, ki ga opiSemo v razdelku 3. 1. Kongruence.
Naj bo naravno Stevilo n=a,,a, ;...8;a,3,3,.
Torej lahko zapisemo n=a, +10a, +10°a, +...+10"a,,.

Po definiciji kongruence velja 10 =-1(mod11) . Ker lahko kongruence potenciramo,

velja 10 = (-1)*(mod11), ke N .

14



Dobimo naslednji zapis:

n=a,+(-a, +(-1)*a, +..+(-1)"a, (mod11)
n=a,—-a +a, —...+(-1)"a, (mod11)
=11|(a, -, +a, —...+ (-1)"a, (mod1l)

24 RELACIJA DELJIVOSTI

Samo pravilo deljenja je zelo preprosto in sicer ali poljubno naravno Stevilo a deli

poljubno naravno $tevilo b ali ne. S simboli relacijo deljivosti zapiSemo takole:
b|a ¢einsamo ¢eje a=k-b.

V tem primeru je $tevilo a deljenec, Stevilo b delitelj, k pa je kvocient. Naravno $tevilo
b je delitelj naravnega Stevila a samo v primeru, ¢e obstaja naravno Stevilo k, da velja

a=k-b,

Pri deljivosti naravnih Stevil obstajajo tudi dolocene posebnosti, ki nam samo racunanje

olajsajo.

1) 1 je delitelj vsakega naravnega Stevila.

2) Poljubno stevilo m je delitelj samega sebe in vseh svojih veckratnikov.

3) Ce d deli naravni stevili n in m, potem deli tudi vsoto in razliko stevil n in m.

Trditev lahko dokazemo s preprosto enacbo:

Relacija deljivosti ima tri lastnosti, zaradi katerih je delno urejena in delno ureja

mnozico naravnih Stevil.
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1) refleksivnost: a|a kerje a=1-a
Refleksivnost pomeni, da vsako Stevilo deli samega sebe.
2) antisimetri¢nost: ¢e a|bin b|a, potemje a=b

Antisimetri¢nost dokazemo:

o
I

k

QD
Il
L

K -
(k,

K,
k, =

o
I

\_/

-a
b
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eN =k, k,=1
K,

UW

3) tranzitivnost: ¢e a|bin b|c, potem a|c

Tranzitivnost dokaZzemo:

2.5 OSNOVNI IZREK O DELJENJU

Ce dve naravni §tevili nista v relaciji deljivosti, pri deljenju dobimo ostanek, ki je

manj$i od delitelja. Deljenje poljubnih dveh naravnih Stevil @ in b zapisemo tako:
a=k-b+r

Stevilo a predstavlja deljenec, $tevilo b delitelj, k je kvocient, r pa ostanek, ki je

nenegativen in manj$i od delitelja b. To imenujemo osnovni izrek o deljenju naravnih
Stevil.
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2.6 NAJVECJI SKUPNI DELITEL] IN NAJMAN]JSI
SKUPNI VECKRATNIK

Dve naravni Stevili @ in b imata dolo¢eno $tevilo deliteljev, ki jih znamo dolo€iti in
razvrstiti po velikosti. Najve¢ji skupni delitelj oznacimo z D(a,b). Stevilo 1 je skupni
delitelj poljubnih dveh naravnih Stevil. Obstaja pa tudi mozZnost, da je edini skupni
delitelj obeh poljubnih stevil Stevilo 1, s tem pa tudi njun najvecji skupni delitelj. Taksni
Stevili imenujemo tuji Stevili. Kar pomeni, da ima vsako prastevilo v razmerju z

naravnim $tevilom le dve moznosti: ali prastevilo deli naravno $tevilo ali pa mu je tuje.

Tezava pa nastane pri iskanju skupnih veckratnikov dveh naravnih $tevil, teh je namre¢
neskon¢no mnogo. Vendar pa jih nekaj vseeno lahko dolo¢imo, pri tem pa opazimo, da
je eden izmed njih najmanjsi. Najmanjsi skupni veckratnik poljubnih dveh Stevil a in b

je najmanjse Stevilo, ki je deljivo z obema Steviloma. Ozna¢imo ga z v(a, b).

S pomocjo znanja o deliteljih so odkrili tudi tako imenovana popolna Stevila. To so
Stevila, katerih vsota njihovih pravih deliteljev je enaka prvotnemu Stevilu. Pravi
delitelji pa so tisti delitelji, ki so manjsi od danega Stevila. Primer popolnega Stevila je
stevilo 28. Njegovi pravi delitelji so D ={,2,4,7,14}. Ce te delitelje sestejemo, spet

dobimo stevilo 28, kar vidimo v naslednji enacbi: 1+2+4+7+14 =28.

Poznamo pa tudi prijateljska Stevila. To sta poljubni $tevili a in b, pri katerih je vsota
pravih deliteljev Stevila a enaka Stevilu b in obratno, pri katerih je vsota pravih
deliteljev Stevila b enaka $tevilu a. TakSnih parov $tevil so danes nasli ze ve¢ kot 4300.
Prijateljski Stevili sta na primer Stevilo 220 in 284. Najprej vsakemu od $tevil pois¢emo
prave delitelje.

D,,, = {1,2,4,5,10,11,20,22,44,55,110}
D, = {1,2,4,71142}

Ce te delitelje sestejemo, dobimo rezultat, ki nam potrdi zgornjo trditev.

1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110 = 284
1+2+4+71+142 =220
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Pri iskanju najve¢jega skupnega delitelja in najmanjSega skupnega veckratnika
poljubnih dveh Stevil si pomagamo na ve¢ nacinov. Eden izmed njih je prafaktorizacija

Stevil.

Za poljubni Stevili napiSemo prastevilski razcep. Nato pogledamo, katera prastevila so
skupna in kolikokrat se ponovijo. Najvecji skupni delitelj izracunamo tako, da
pomnozimo vse skupne prafaktorje in pri potenci, kjer nastopajo, izberemo man;jsi
eksponent. Najmanjsi skupni veckratnik pa je produkt vseh prafaktorjev in pri potenci,

kjer nastopajo, izberemo vecji eksponent.

Vendar pa to ni edina povezava med najvecjim skupnim deliteljem in najmanjSim
skupnim ve&kratnikom poljubnih dveh $tevil ain b. Ce ju pomnozimo, dobimo produkt

teh dveh Stevil, kar zapiSemo z enacbo:

D(a,b)-v(a,b)=a-b

2.7 EVKLIDOV ALGORITEM

Evklidov algoritem je poseben postopek, pri katerem lahko s pomo¢jo enacbe:
D(a,b)-v(a,b)=a-b

izraCunamo najvecji skupni delitelj in najmanjSi skupni veckratnik. Izmed dveh
poljubnih $tevil a in b izberemo ve¢je in ga z manj$im delimo ter ga zapiSemo kot
vsoto produkta koli¢nika z manj$im Stevilom in ostanka. V naslednjem koraku deljenec
postane prejsnji delitelj, delitelj pa prejSnji ostanek. Zadnji nenielni ostanek je najvecji
skupni delitelj. S pomogjo tega podatka in Stevil a inb, lahko izratunamo najman;jsi

skupni veckratnik.

a-b

V@b)= 5 )

Evklid je ze pred ve¢ kot 2300 leti dokazal, da je prastevil neskonéno mnogo. To
naredimo na naslednji nacin. Izberemo si poljubno prastevilo p, in si zastavimo

vprasanje ali obstaja prastevilo, ki je ve¢je od njega. Novo Stevilo, ki ga i§¢emo, mora
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biti produkt vseh znanih po velikosti urejenih prastevil, povecan za 1, kar zapiSemo z

enacbo:
N=2.-3-5-...-p, +1

Sedaj imamo za novo Stevilo dve moznosti, ali ga uvrstimo med prastevila ali
sestavljena stevila. Ce je N prastevilo, je s tem izrek Ze dokazan, saj smo prisli do
Stevila, ki je vegje od stevila p, . Ce pa je N sestavljeno Stevilo, je deljivo z vsaj enim
prastevilom p. Stevilo N je za ena pove¢an produkt vseh znanih prastevil, zato pri
deljenju z vsakim izmed njih dobimo ostanek 1. 1z tega lahko izpeljemo sklep da je N
od p, vecje prastevilo, kar pa potrjuje izrek, da je prastevil ve¢ kot k. Zato v vsakem
primeru obstaja prastevilo, ki je vecje od p, , s ¢emer pa smo dokazali, da je prastevil

neskon¢no mnogo. (Pavli¢, 2013, str. 44, 45).
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3. RAZISKOVALNI DEL

3.1 KONGURENCE

Kongruence je uvedel Carl Friedrich Gauss, ki je bil slaven matematik, fizik in
astronom. Zivel je med leti 1777 in 1855. Ze kot otrok je znal odli¢no radunati, pri
njegovih rosnih sedemnajstih letih pa je imel za seboj ze pomembna odkritja. Le ta je
zapisoval v svoj matemati¢ni dnevnik. Znal je povezovati teorijo s prakso. Njegovo
najbolj znano delo so Aritmeti¢ne raziskave, ki v izvirniku nosijo naslov Disquisitiones
Arithmeticae. V tem delu Gauss natan¢no opise cela Stevila in njihove lastnosti, kjer
vpelje tudi kongruence. Kongruence nam omogocajo poenostavljeno racunanje s celimi
Stevili, predvsem deljenje s poljubnim naravnim Stevilom m. S kongruencami se je
ukvarjal tudi JoZe Grasselli v knjigi Elementarna teorija Stevil, ki je osnova mojemu

nadaljnjemu raziskovanju. (Grasselli, 2009, str. 54- 67).

& )
”

‘f — Y
Slika 4: Carl Friedrich Gauss.
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3.1.1 Definicija kongruence

Poljubni celi $tevili a in b sta kongruentni po modulu m, kar skraj$ano zapisemo kot:
a =b(mod m)

kadar pri deljenju z m dasta isti ostanek. Torej je a=km-+r in b=km+r,

0<r<m. Ta definicija je ekvivalentna naslednji: poljubni celi $tevili a in b sta

kongruentni po modulu m, kadar obstaja tak$no celo stevilo k, da velja:
a-b=k-m
3.1.2 Lastnosti kongruenc
a) Prva lastnost kongruenc je refleksivnost:
a=a(modm)
Dokaz:
a-a=0-m

b) Druga lastnost kongruenc je simetri¢nost. Ce je a kongruenten b po modulu m, je

tudi b kongruenten a po modulu m:

a=b(modm) = b =a(mod m)

Dokaz:
a-b=k-m
a—-b=—(b-a)
—(b-a)=k-m
b-a=-k-m

¢) Tretja lastnost kongruenc je tranzitivnost. Ce je a kongruenten b po modulu min e

je b kongruenten ¢ po modulu m, potem je tudi a kongruenten ¢ po modulu m.

a =b(mod m) A b = c(mod m) = a = ¢(mod m)
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Dokaz:

3.1.3

a=b(modm) Ab =c(modm)
a-b=h-mab-c=k-m
a-c=(h+k)-m=a=c(modm)
k,heR

Pravila za raCunanje s kongruencami

a) Sestevanje, odstevanje in mnozenje: kongruenci, ki imata isti modul, smemo ¢lenoma

seStevati, odStevati ali mnoZiti:

a=b(modm) A c =d(modm) = ac = bd(mod m)
a=b(modm) Ac=d(modm) = a+c=b+d(modm)
a=b(modm)Ac=d(modm) = a-c=b-d(modm)

Dokaz za seStevanje:

Dokaz za odstevanje:

Dokaz za mnozenje:

a-b=h-m

c-d=k-m
(a-b)+(c-d)=h-m+k-m
a-b+c—d=m-(h+k)
(a+c)-(b+d)=(h+k)-m
a+c=hb+d(modm)

a-b=h-m
c-d=k-m
(a-b)-(c-d)=h-m-k-m
a-c—(b-d)=m-(h—k)
a—c=b-d(modm)
a—-b=h-m
c—d=k-m

a-c=(b+hm)-(d +km)

a-c = (b-d +bkm-+hmd + hkm?)
a-c=b-d+m-(b-k+h-d+m-h-k)
a-c=b-d(modm)
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b) Potenciranje kongruenc: kongruence smemo na obeh straneh potencirati z istim

Stevilom:
a=b(modm)=a" =b"(mod m)

Dokaz: Uporabimo pravilo za mnoZenje, kjer mnozimo kongruenci a =b(modm) in
a=b(modm) . Torej dobimo a-a=b-b(modm)= a®=b?*(modm) . Ce postopek

ponovimo n - krat, dobimo Zzeleni rezultat.

¢) Mnozenje s celim Stevilom: kongruenco smemo na obeh straneh pomnoziti z istim

celim Stevilom:
a=Db(modm) Ac eZ = ac =bc(mod m)
Dokaz:

a =b(modm)
a-b=hm/-c
ac —bc = hcm
ac = bc(mod m)

d) Deljenje: kongruenco lahko delimo s poljubnim $tevilom €samo takrat, ko je ctuj

modulu m

Dokaz: Naj velja nasprotno D(c,m)=d, d >1. Kar pomeni c=u-d, m=v-d in Stevili

uin vsta tuji stevili.

a-c=b-c(modm)
a-c—b-c=k-m
(a=b)-c=k-m
(a-b)-(u-d)=k-(v-d)
(a-b)-u=k-v=u/k
(a=b)=h-v
a=b(modv)

m=v-d :v:%:dzl

Dobili smo protislovje, kar pomeni da sta ¢ in modul m tuji stevili.
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3.1.4 Primeri uporabe pravil za racunanje s

kongruencami
a) sestevanje: 12 =5(mod7) + (—15=6(mod 7)) = -3 =11(mod 7)
b) odstevanje: 12 =5(mod 7) — (—15 = 6(mod 7)) = 27 = —1(mod 7)
¢) mnozenje: 12 =5(mod 7) - (—15 = 6(mod 7)) = —180 = 30(mod 7)
d) potenciranje: 19 = 3(mod8) = 19° = 3°(mod8)

e) deljenje: 63 =7(mod8) = 9 =1(mod8)

3.2 KONGRUENCNI RAZREDI IN SESTAVI
OSTANKOV

Vsa stevila dajo pri deljenju s poljubnim Stevilom m enega izmed ostankov

0,1, 2,...,m-1. Glede na to jih lahko razdelimo v kongruen¢ne razrede. Poljubni dve

Stevili iz istega kongruen¢nega razreda dasta enak ostanek pri deljenju s Stevilom m.
Potem je tudi njuna razlika deljiva s tem $tevilom, kar pomeni da sta $tevili kongruentni

po modulu m . Dobimo natanko m—1 kongruen¢nih razredov, ki jih zapisemo:

Z@©)={k-mk,meZz}
ZW)={k-m+LkmeZ}

g(m—l)={k-m+(m—1);k,meZ}

Mnozice, ki nastanejo, so torej Z(0),Z(2),...,Z(m-1) . Vsako celo stevilo je tako

vsebovano natanko v enem kongruen¢nem razredu.

Ce iz vsakega kongruen¢nega razreda po modulu m vzamemo natanéno eno $tevilo,

dobimo mnozico $tevil, ki jo imenujemo popolni sestav ostankov po modulu m .

Izberemo poljubni Stevili a in b ter popoln sestav ostankov po modulu m, ki ga

zapisemo takole: a,,a,,..,a, Veljati mora, da sta $tevili a in m tuji. Ce poljubno
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Stevilo @ pomnozimo z a;,a,,...,a,, in priStejemo poljubno $tevilo b, dobimo m stevil.

m
Vsa ta Stevila pa so paroma nekongruentna po modulu m. Ce ne bi bila, bi zapisali
a-a +b=a-a +b(modm). Ker je a tuj m velja zveza a; =a,(modm) a in a, sta
razli¢ni Stevili iz popolnega sestava ostankov ter gotovo nekongruentni po modulu m

Dobili smo aa, +b,aa, +b...,aa, +bnov popoln sestav ostankov po modulu m.

Popolni sestav ostankov po modulu m vsebuje m stevil. Ce izvzamemo le tista $tevila,
ki so tuja modulu m, dobimo reducirani sestav ostankov po modulu m. Ta sestav

vsebuje @(m) Stevil. @(m) je Eulerjeva funkcija, ki vsakemu naravnemu Stevilu m

poisce Stevilo njemu tujih ostankov.

3.3 EULERJEV IN FERMATOV IZREK

Pri ra¢unanju s kongruencami si lahko pomagamo z Eulerjevim in Fermatov izrekom.

Eulerjev izrek pravi, da celo stevilo a, ki je tuje Stevilu m, ustreza kongruenci

a”™ =1(modm)

ZGLED: Velja: D(512)=1. Potem je ¢(12)=4, saj obstajajo tirje ostanki pri deljenju
s Stevilom 12, ki so tuji s Stevilom 12, to so 1, 5, 7 in 11. Eulerjev izrek nam pove, da je

5% =1(mod12).
Dokaz Eulerjevega izreka:

Vsako Stevilo iz reduciranega sestava ostankov &;,a,,...,a,., j¢ kongruentno po

modulu m natan¢no enemu Stevilu iz mnozice aa,,aa,...,aa Kjer je stevilo a tuje

(M)
stevilu m . Ker lahko kongruence mnozimo, lahko napisemo v obliki:

@(m)

a 8,8, = 3,..8,, (Mmodm)

Ker lahko kongruence delimo, dobimo a”™ =1(mod m), saj so $tevila a,tujaz m.
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Ce je modul prastevilo p, velja o(p) = p—1. Ce je celo tevilo a tuje prastevilu p,

potem velja kongruenca a* =1(mod p). To imenujemo Fermatov izrek.

Ce aP*=1(mod p) mnozimo z a, dobimo a” =a(mod p). Prastevilo p tako deli
razliko a® —a za vsako Stevilo a, ki je tuje s Stevilom p . Prastevilo p deli to razliko

tudi takrat, kadar a ni tuj p . Poljubno lahko izberemo, da je a=2, tako da velja

p|(2° —2) . Vsako sestavljeno naravno $tevilo n, za katerega velja n|2" -2,

imenujemo psevdoprastevilo.
V mnoZici psevdoprastevil velja:
Ce je n liho psevdoprastevilo, je tudi 2" —1 psevdoprastevilo.

Psevdoprastevil je neskonéno mnogo.

3.4 WILSONOV IZREK

Ceprav izrek nosi ime po angleskem matematiku Wilsonu iz 18. stoletja, bi ga naj ze

odkril indijski matematik Bhaskara v sedmem stoletju.

Wilsonov izrek se glasi: Od ena vecje naravno Stevilo p je prastevilo natanko tedaj, ko
je:
(p—1)=-L(mod p)

Dokaz Wilsonovega izreka:

Naj velja (p —1)=—1(mod p). Denimo, da p ni prastevilo. Potem obstaja delitelj stevila
p vsebovan v produktu (p—1) razli¢en od pin od 1. Kar pomeni protislovje z zadetno

predpostavko.

Naj bo p prastevilo vecje od 3. Vsako naravno Stevilo a, ki je manjse od p, je tuje

Stevilu p, saj je p prastevilo.

Stevilo b je inverz 3tevila apo modulu p, & je a-b=1(mod p). Stevilo aima enoli¢no

doloc¢en inverz b < p. Inverz a po modulu p obstaja natanko takrat, ko sta si Stevili a
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in ptuji. Ce je b=a, velja (a—1)(a+1)=0(mod p). Ker je p prastevilo, velja a=1
oziroma a=p—1. Ce je torej 1<a< p—1, obstaja natanko dolodeno od a razli¢no
Stevilo b, za katero velja 1<b < p—1in a-b=1(mod p). Stevila 2,3,4,..., p—2uredimo

v pare, kjer bo v vsakem paru Stevil njun produkt enak 1 po modulu p . Zato velja:

2-3-4-...-(p—2) =1(mod p)
1.2-3-4-...-(p-2)-(p-)=1-(p-1) =-1(mod p)
(p—1!=-1(mod p)

Zgled Wilsonovega izreka:

p=13,
121= 479001600 = —1(mod 13)

3.5 PRIMERI UPORABE KONGRUENC

1. primer: uporaba Fermatovega izreka

Naloga: Kolik3en je ostanek pri deljenju $tevila 2'°s stevilom 17?

Stevili 2 in 17 sta si tuji, kar pomeni, da je njun najvegji skupni delitelj 1 ( D(2,17) =1).
Stevilo 17 uvrs¢amo k prastevilom, zato lahko uporabimo Fermatov izrek:

2 =1(mod17)
2'% =1(mod17)

Stevilo 100 lahko zapisemo v obliki izreka za deljenje in sicer takole: 100 =6-16+4.
Iz pravila o potenciranju kongruenc vemo, da lahko kongruence na obeh staneh

potenciramo z istim Stevilom:

(2'°)° =1°(mod17)
2°% =1(mod17)
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Kongruence lahko tudi ¢lenoma mnozimo, pod pogojem da imata enak modul. To v

naslednjem koraku tudi storimo:

2%.2% =2%.1(mod17)
2'%° =16(mod17)

Pri deljenju $tevila 2'°° s §tevilom 17 dobimo ostanek 16.
2. primer
Naloga: Kolik3en je ostanek pri deljenju stevila 317%° s stevilom 15?

Tokrat si pri deljenju ne moremo pomagati s Fermatovim izrekom, saj je Stevilo 15

sestavljeno 3tevilo. Stevilo 317 lahko zapisemo v obliki kongruence, in sicer:

317 =92(mod15),
saj velja 317 =21-15+2. Dobimo 317 = 2(mod15) . Velja kongruenca:
2* =1(mod15)
Tudi tokrat lahko kongruenco potenciramo na obeh staneh:

(24)% =1 (mod15)
2%°® =1(mod15)

Nato Se pomnoZimo in dobimo rezultat:

2%°0.2% =1.2°(mod15)
2% = 8(mod15)

Pri deljenju Stevila 317%*°s §tevilom 15 dobimo ostanek 8.
3. primer

Naloga: Ali Stevilo 43 deli 123°%° —45%?
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Nalogo zacnemo resevati pri Stevilu 123, ki ga zapiSemo v obliki kongruence:
123 =-6(mod 43),
saj velja 123 = 43-3—6. Ce upostevamo pravila za potenciranje kongruenc, dobimo:

123? = (-6)*(mod 43)
123% = 36(mod 43)

Stevilo 36 lahko ponovno zapiSemo v obliki: 36=1-43—7 . Ce zdruzimo obe

kongruenci dobimo:

123% = —7(mod 43)
To kongruenco pomnozimo s prvo. Nastane produkt:

123% = 42(mod 43)
kar lahko skraj$ano zapiSemo:

123° =-1(mod 43) .

Eksponent 203 ponovno lahko zapiSemo v obliki izreka za deljenje in sicer

203 =67-3+ 2. Ponovno uporabimo pravilo za potenciranje in mnozenje kongruenc:

(123° " = (~1)*" (mod 43)
(123°f" = —1(mod 43)
(123°)".123% = —1.(~ 7)(mod 43)
123°%% = 7(mod 43)

Sedaj se lotimo drugega dela racuna. Tudi Stevilo 45 zapisemo v obliki kongruence in

sicer:
45 =2(mod 43) .

Iz tega sledi:

= 27 (mod 43)
27 =—1(mod 43)
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Ker lahko Stevilo 62 zapiSemo v obliki izreka za deljenje 62=7-8+6. Glede na to

prejs$njo kongruenco potenciramo in dobimo:

(457 = (~1)°(mod 43)
(-1)® =1(mod 43)

45% = 45°° . 45° (mod 43)
45°° . 45° =1.45°(mod 43)
1-45° = 2°(mod 43)

2° = 64(mod 43)

64 = 21(mod 43)

Kongruence med seboj odstejemo po pravilu za odsStevanje in dobimo:
1232%% —45°% = 7 — 21 = —14(mod 43)

Stevilo 123?%% — 45°? torej ni deljivo s 43, saj dobimo ostanek -14.

4. primer: uporaba Eulerjevega izreka

Naloga: Kolik3en je ostanek pri deljenju Stevila 5™ s Stevilom 26?

Pri ra¢unanju bomo uporabili Eulerjev izrek. Stevili 5 in 26 sta tuji, torej je njun
najvecji skupni delitelj 1. Najprej poiS¢emo vse ostanke, ki jih dobimo pri deljenju s
Stevilom 26. To je mnoZica Stevil: {0,1,2,3,4,...25 } Izmed vseh Stevil, ki smo jih dobili,
izberemo ostanke, ki so tuji Stevilu 26. To so $tevila 1, 3,5, 7,9, 11, 15, 17, 19, 21, 23,
25. Teh je 12, kar zapiSemo kot ¢(26) =12 . Velja kongruenca:

5228 =1(mod 26)
5'* =1(mod 26)

Uporabimo pravilo za mnoZenje kongruenc in dobimo:

5.5% =5.1(mod 26)
5" = 5(mod 26)

Ostanek je torej 5.
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5. primer: uporaba Wilsonovega izreka
Naloga: Poisci ostanek pri deljenju Stevila 37! s Stevilom 417
Ker je Stevilo 41 prastevilo, lahko uporabimo Wilsonov izrek:

(p—1)!=-1(mod p)

(41-1)'= —1(mod 41)

40!= —1(mod 41)

(40)-(39) - (38) - (37") = —1(mod 41)
(-1) - (-2)-(-3)- (37") = —1(mod 41)
(-6) - (37") = —1(mod 41)

6-(37!) = 1(mod 41)

Nato moramo zapisati kongruenco, pri kateri bo na eni strani produkt poljubnega
naravnega Stevila in Stevila 6, na drugi strani pa bo ena, saj moramo dobiti enako

kongruenco kot v prej$njem delu:

6-7 =1(mod 41)
42 =1(mod 41)

Uporabimo pravilo za mnozenje kongruenc in dobimo:

7-6-(37)=7-1(mod41)
37!'=7(mod 41)

Ostanek pri deljenju Stevila 37! s Stevilom 41 je 7.
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4. DRUZBENA ODGOVORNOST

Pri pripravi svoje raziskovalne naloge sem upoStevala pravilno navajanje virov in
literature ter poskrbela, da tako ni priSlo do zlorabe podatkov. Temo raziskovalne
naloge sem izbrala tako, da sem poglobila in razsirila svoje srednjeSolsko znanje

matematike in temo predstavila svojim vrstnikom, da bi se nekaj novega naucili.
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5.  ZAKLJUCEK

Med raziskovanjem sem ugotovila, da nam poznavanje kongruenc olajSa racunsko
operacijo deljenja celih Stevil. S kongruencami, pravili za raCunanje s kongruencami,
Eulerjevim, Fermatovim in Willsonovim izrekom lahko ra¢unamo z velikimi Stevili
brez uporabe tehnologije. Pri uporabi kongruenc sem ugotovila, da je pomembno
dejstvo ali je neko Stevilo prastevilo ali sestavljeno Stevilo, saj za prastevila obstaja vec
nacinov reSevanja matemati¢nih problemov. Tako sem vse tri hipoteze, ki sem si jih
zastavila na zacetku raziskave, potrdila. Spoznala sem, kako pomembno je poznavanje
teoreti¢nega ozadja pri reSevanju konkretnih matemati¢nih nalog. Za pomemben vidik
matemati¢nega raziskovanja se je izkazalo dopolnjevanje matemati¢nih dokazov. Prav

pri tem sem lazje razumela same izreke.

Svoje vrstnike sem pri dodatnem pouku matematike seznanila s pojmom kongruence in
primeri uporabe kongruenc. Temo raziskovalne naloge sem jim predstavila kot
poglobitev srednjesolskega znanja matematike in prikazala kongruence kot nadgradnjo
znanja o deljivosti celih Stevil. Osnova mojemu raziskovanju je bila literatura, ki je v

primerjavi z matemati¢nimi ucbeniki za srednje Sole, zahtevnejsa.

Ob koncu raziskave se ponuja Se nekaj odprtih vpraSanj, ki omogocajo nadaljnje
raziskovanje. Znanje kongruenc bi lahko $e razsirila in nadgradila ter ga uporabila pri
reSevanju enacb. Lahko bi raziskovala racunanje z ve¢jimi Stevili, kjer bi poskuSala najti

ustrezno tehnologijo, ki jo morda lahko uporabimo za ra¢unanje.
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