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POVZETEK

Marsikje lahko zasledimo matematicne izracune, pri katerih se nam na prvi pogled zdi, da so
postopki pravilni, rezultati pa so popolnoma nesmiselni. Taki primeri se pojavljajo v razli¢nih
okoljih kot zanimivosti in zabava, lahko pa so tudi opozorila na mozne napake pri raCunanju,

na katere moramo biti pozorni, npr. deljenje s Stevilom 0.

Take matematicne zmote in napake, ki se pojavljajo na razli¢nih podroéjih matematike, se
imenujejo psevdarije. Z njimi sem se ukvarjala v raziskovalni nalogi. Psevdarije so razli¢nih

tipov in zadevajo najrazlicnejSa podrocja v matematiki.

Moj cilj je bil opozoriti na napake pri nekaterih psevdarijah in pri drugih ugotoviti, zakaj so
rezultati kljub napacnim postopkom pravilni. Ob nastajanju raziskovalne naloge sem se
veliko naucila in menim, da bodo pridobljena znanja uporabna pri reSevanju mnogih

matematicnih problemov.



UvoD
Psevdarije (lat. pseudaria=zmota, napaka) so matematicni teksti v katerih se zavestno
pojavljajo napake. Najdemo jih na razli¢nih podrocjih matematike. V tem uvodu jih bom le na

splosno predstavila, potem pa jih bomo spoznavali sproti skozi nalogo.

Namen raziskovalne naloge

Za nalogo sem se odlocila, ker me matematika zelo zanima in sem Zelela dopolniti svoje
znanje s temami, ki jih pri pouku ne obravnavamo. Z matemati¢nimi zmotami sem se srecala
Ze veckrat na spletu, kjer so bile predstavljene kot zanimivost, najpogostejSa napaka pa je
bila deljenje z 0. Ob pomoc¢i mentorice sem se srecala Se z veliko drugacnimi zmotami in se
na podlagi tega odlodila, da bo to tudi tema moje raziskovalne naloge. Z njo sem Zelela
opozoriti na zmote, ki se lahko pojavijo Ze pri zelo enostavnih ra¢unih. Mislim, da bi naloga
lahko pripomogla k boljSemu razumevanju mozZnih napak in prepreitvi ponovnega
pojavljanja le-teh. Morda bi bilo na nekatere izmed teh zmot smiselno opozoriti tudi pri

rednem pouku.

Nekaj o psevdarijah

Loc¢imo dva tipa psevdarij. Psevdarije prvega tipa so taksne, pri katerih je napaka skrita med
mnozico drugih korakov in pripelje do absurdnega sklepa. Pri psevdarijah drugega tipa je
napaka ocitna, a je rezultat kljub temu pravilen. V nalogi so zbrane ve¢inoma psevdarije
prvega tipa, nekaj je tudi tistih drugega tipa. Pri psevdarijah prvega tipa je odkrita in
razloZzena napaka, psevdarije drugega tipa pa so opremljene s pojasnilom, zakaj je rezultat

vseeno pravilen in v katerih primerih se to zgodi.

Pri teh tekstih ne gre za preprosto napako v postopku, ki privede do napacnega rezultata.
Bistvo psevdarije je, da napaden korak na kar se da prebrisan nacin prikrijemo in s

postopkom, ki zgleda pravilen, bralca skusamo prepricati v pravilnost absurdnega sklepa.

Tovrstna besedila so matemati¢ne zanimivosti, ki sluZijo zabavi, lahko pa imajo tudi vzgojno
vlogo, saj opozarjajo na potrebno previdnost pri racunanju, kjer ima lahko vsak droben

spodrsljaj absurdne posledice.



Znano delo na tem podrocju je Evklidova knjiga Pseudaria, ki je vsebovala predvsem zmote
na podrocju geometrije, a je Zal izgubljena. Njen namen je bil opozoriti zaetnike v geometriji

na napake, ki bi lahko pripeljale do napacnih sklepov.

Nacin dela

Moje delo je potekalo tako, da sem najprej zbrala psevdarije iz razli¢nih virov, predvsem iz
knjige [1], iz revije Mathematical Gazette [2-6] in iz interneta [7,8]. Po pregledu vseh sem
izbrala zmote iz razli¢nih podrocij z razlicnimi napakami. Pri mnogih je bil postopek opisan v
nekaj kratkih korakih, tam sem najprej dodala vse vmesne korake. Pri psevdarijah prvega tipa
sem nato natancno pregledala postopek in skusala ugotoviti, na katerem koraku se pojavi
napaka. Pri psevdarijah drugega tipa pa sem raziskovala in ugotavljala, zakaj je rezultat

pravilen in v katerih primerih do tega pride.



PSEVDARIJE I. TIPA

Trigonometricne enacbe

PSEVDARIJA 1: Trigonometricna enacba s pomanjkljivo resitvijo
ResSujemo enacbo
sinx-cosx=1.

Obe funkciji lahko izrazimo s tangensom polovi¢nega kota:

sin(2-X)  2-sin~-cos~
sinx=sin(2-5): 2 _ 22

1 sin? X 4 cos? X
2 2
X
Pri deljenju s cos? E dobimo:

2-tan >

2

tan? X +1

2

Podobno pretvorimo tudi funkcijo kosinus:

cos(2-%)  cos? > —sin® X
cosx:cos(Z-E): : 2 _ 3 )2(
sin? = +cos? =
2 2
Pri deljenju s cos? g dobimo:

1-tan? >

2

tan? X +1

2

S . . wL . X
Zdaj ta izraza vstavimo v zacetno enacbo in uporabimo t = tanE:

2.tan>  1-tan?>
2 2

=1
tan? X +1 tan® X +1
2 2



2t 1-t*
t?+1 t?+1

Na obeh straneh pomnozimo s t’+1, da se znebimo ulomkov:
2t—(1-t%) =1+t?
Iz tega dobimo:

2t-1+t*-1-t* =0

2t—2=0
2t=2
t=1
Torej:
tan5 =1
2
Resitve te enacbe so:
X = z + 2k
2

Vendar ta resitev ne vsebuje ocitne resitve prvotne enacbe sin x - cos x = 1, ki je x=m.

yv. . . . v . T . -
Resitev x=m se ne pojavi, ker bi v tem primeru racunali tanE' kar pa ni definirano

- sin
(tan—= 2 _

T

COS

2

1
6=oo). Prehod na kotno funkcijo tangens, za katero obstajajo koti, pri

katerih funkcija ni definirana, je razlog, da izgubljamo resitve. Prav tako smo med

v . - X ~ . - L v . .
reSevanjem delili s COSZE. Ce bi se med resSitvami pojavila resSitev x=m, bi to pomenilo

deljenje z 0.



PSEVDARIJA 2: 4=0
Vemo:
cos’x = 1-sin’x.

Korenimo obe strani:

coS X = +/1—sin? x

in pristejemo 1:

1+cosx =1++/1-sin’x.

Kvadriramo obe strani:

(L+cosx)® = (L++1-sin? x)°.

V primeru, ko je x=rt dobimo:

(1-1)% = (1++1-0)?
0 = (1+1)?

0=4

TeZava se pojavi Ze pri prvem koraku, torej pri korenjenju na obeh straneh. Od tega koraka

dalje je potrebno upositevati enakost x> =|X

, torej je vrednost korena vedno pozitivho
v . ] .2
Stevilo. V enakosti COSX =V1—-SIN" X ;13m0 na desni strani koren, ki bi moralo biti vedno

pozitivno Stevilo, zato je potrebno pisati na levi strani |COS X|. V nasem primeru, ko x=m, je

cosz =—ljp |C037T|:1, absolutna vrednost pa v radunu ni upodtevana, zato je rezultat

napacen.



Zmote iz geometrije

PSEVDARIJA 3: Vsak trikotnik je enakokrak
Imejmo trikotnik ABC. Dokazati moramo, da nujno velja AB = AC.

Naj simetrala kota pri ogliS¢u A seka s simetralo daljice BC v tocki E. Naj bo D razpolovisce

vvvvv

daljice ED, EF in EG (slika 1).

Slika 1: Skica k psevdariji 3

Oglejmo so trikotnika EBD in ECD. Ujemata se v dveh stranicah, saj je stranica ED skupna in
|BD|=|CD|, saj je D razpolovisce daljice AB, ujemata pa se tudi v kotu med tema stranicama

(pravi kot). Po skladnostnem nacelu SKS sta trikotnika skladna, torej velja | EB|=| EC]|.

Skladna sta tudi trikotnika AFE in AGE. Ujemata se v stranici AE, ki je skupna obema, ter v
dveh kotih: kota FAE in GAE sta enaka zaradi simetrale kota, kota AFE in AGE pa sta prava
kota. Po skladnostnem nacelu KSK sta trikotnika skladna, iz Cesar sledi, da |AF|=|AG]|in

|EF|=|EG]|.

Skladnost ugotovimo tudi pri trikotnikih EBF in ECG. Trikotnika se ujemata v kotih EFB in EGC,
ki sta prava kota. Dokazali smo tudi, da sta enaki dolzZini stranic EB in EC ter EF in EG.
Skladnost sledi iz skladnostnega izreka SSK, kjer velja, da sta trikotnika skladna, ce se

ujemata v dveh stranicah in kotu nasproti daljse. Od tod sledi |FB|=|CG|.
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Na podlagi izpeljav dobimo: |AB|=|AF|+|FB|=|AG|+|GC|=|AC]|.

Dokazali smo, da je vsak trikotnik enakokrak.

Zmota pri tem postopku je v zavajajo¢i skici. Ceprav je iz skice jasno vidno, da |AC| ni enako
|AB|, pa ni jasno vidno, da koti BFE, AFE, CGE in AGE niso pravi koti. Kljub temu, da sta tocki
F in G razpolovisci stranic AB in AC, pa tocke F in E ter G in E ne leZijo na simetralah teh dveh
daljic, saj smo tocki F in G le povezali s tocko E, pri drugacnem trikotniku pa bi kot lahko bil
popolnoma drugacen. Seveda vse trditve o enakosti daljic in kotov veljajo, ¢e bi trikotnik
zares bil enakokrak, ne veljajo pa v poljubnem trikotniku. Slika 2 prikazuje pravo skico.
Opazimo, da tocka E leZi izven trikotnika. Veljata enakosti |AF|=|AG| in |BF|=|CG]|, za
stranico AB pa velja: |AB|=|AF|+|BF|, vendar je obrazec za stranico AC drugacen:

|AC|=|AG|-|CG].

Slika 2: Pravilna skica k psevdariji 3
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PSEVDARIJA 4: Vsak kot je pravi kot

Imamo kvadrat ABCD in daljico BE navzven od kvadrata, tako, da je kot ABE topi kot (na sliki

2) in je daljica BE enako dolga kot stranica kvadrata. Dokazali bomo, da je kot ABE pravi kot.

Slika 3: Skica k psevdariji 4 (primer 111)

Naj bo daljica GH zveznica med razpolovis¢ema stranic AB in CD in naj simetrala daljice DE

seka nosilko daljice GH v tocki F, daljico DE pa v tocki /. NariSimo Se daljici FE in DF.

Oglejmo si trikotnika FID in FIE. Stranice Fl je skupna obema, enaki sta tudi dolzini daljic /E in
ID, ker je | razpolovis¢e daljice ED. Kota FID in FIE sta zaradi simetrale daljice prava kota.

Trikotnika sta po nacelu skladnosti SKS skladna, torej sta enako dolgi tudi daljici FD in FE.

Podobno ugotovimo skladnost tudi pri trikotnikih FHA in FHB. Stranica FH je skupna obema,
tocka H je razpolovisce stranice AB, torej velja |AH|=|BH|, kota FHA in FHB pa sta prava kota
zaradi simetrale stranice. Po nacelu skladnosti SKS sta trikotnika skladna, iz cesar sledi

|FA|=|FB| in £ FAB=/ FBA.

Pri obravnavi trikotnikov FAD in FBE, opazimo, da se ujemata v stranicah AD in BE, saj je BE
enake dolzZine kot stranica kvadrata. Dokazali smo da sta enako dolgi tudi stranici AF in BF ter
stranici FD in FE. Po nacelu skladnosti SSS sta trikotnika skladna, torej sta skladna tudi kota:

Z FAD= Z FBE.

Zdaj je potrebno upostevati tri moznosti glede lege presecisca F. To lahko lezi:

12



. Med tockama G in H:
Z ABE= £ FBE+ £ FBA= £ FAD+ £ FAB = pravi kot
II.  VtockiH:
Z ABE= / FBE= £/ FAD= / BAD = pravi kot
lll.  Zatocko H, na nosilki daljice GH:
/ ABE = / FBE— / FBA= / FAD— / FAB = pravi kot

V vseh treh primerih je kot ABE pravi kot. Tako smo dokazali, da je vsak topi kot pravi. Od tod
pa sledi tudi, da je vsak ostri kot pravi. Ce je namre¢ nek kot oster, je njegov sokot top. Po

pravkar dokazanem od tod sledi, da je sokot pravi kot. Potem pa je tudi zacetni kot pravi.

Pri tem primeru gre spet za zavajajoco skico. V I. primeru je tocka E pod daljico AB (slika 3),

torejje L ABE= ./ FBE— /Z FBA in je zato ostri kot.

D G C
. .
I
"
H B

Slika 4: Skica k psevdariji 4 (primer 1)

V Il. primeru je sklep pravilen, ¢e tocka F sovpada s tocko H, potem je kot pravi. Takrat z

obema toc¢kama sovpada tudi tocka I(slika 4).
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Slika 5: Skica k psevdariji 4 (primer Il)

V Ill. primeru gre za to, da je kotu FAD enak kot FBE znotraj trikotnika FBE. Napaka je v
izracunu, saj je z zapisom £ FBE misljen v bistvu kot 360°— £ FBE. Temu primeru ustreza

skica na zacetku (slika 2), kot ABE pa je topi.
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PSEVDARIJA 5: Vsaka tocka znotraj kroga leZi na njegovi kroZnici

Imamo krog s sredis¢em S in polmerom r, in poljubno to¢ko T znotraj kroga. Dokazati

moramo, da T leZi na kroZnici.

Naj bo A to¢ka na nosilki daljice ST, oddaljena od S ve¢ kot T, tako, da velja: |ST|-|SA|=r".
Simetrala daljice TA naj seka kroznico v tockah U in V, razpolovisce daljice TA pa oznacimo z

R (slika 6).

Slika 6: Skica k psevdariji 5

Iz skice vidimo: |ST|=|SR|—|RT| in |SA|=|SR|+|RA|, ker je po konstrukciji |RA|=|RT|,
dobimo: |SA|=|SR|+|RT|. Dobljene enakosti lahko vstavimo v enatbo |ST|:-|SA|=r in
dobimo:  |ST|-|SA|=(|SR|-|RT|)(ISR|+|RT|) oziroma  |ST|-|SA|=|SR|*~|RT|*>. Po
Pitagorovem izreku velja: |SR|*=|SU|*~|RU|? in |RT|*=|TU|*~|RU|% Ce to vstavimo v
zgornjo enacbo, dobimo: |ST|-|SA|=(|SU|*=|RU|*)~(| TU|*~|RU|?) oziroma
|ST|-|SA|=|SU|*~|TU|?, za daljico SU pa ugotovimo: |SU|*=r*=|ST|-|SA|. Ce to vstavimo v
prej$njo enatbo dobimo: |ST|-|SA|=|ST|-|SA|-|TU|? torej mora veljati |TU|=0, kar

pomeni, da tocka T lezi na kroZnici.

Napaka je spet v zavajajoci skici. Iz skice je jasno vidno, da tocka T ne leZi na kroZnici, vendar
izratuni pokazejo prav to. Ce si podrobneje ogledamo korak |ST|-|SA|=|SR|*~|RT|?
oziroma r’= |SR|*=|RT|?, je sicer ratunsko postopek do tega sklepa pravilen, vendar bi to

moglo pomeniti, da bi v tem pravokotnem trikotniku SR bila hipotenuza, r in RT pa kateti.

15



Daljica SR bi torej morala biti daljSa od r. 1z slike pa lahko dobimo drug Pitagorov izrek:
r’=|SR|*+|RU|? kjer je jasno, da je r dalj$a od |SR|, zato je sklep |ST|-|SA|=|SR|*~|RT|?
napacen. Slika spodaj prikazuje pravo sliko, ki bi spadala k tej nalogi. Opazimo, da simetrala
daljice AT kroznice sploh ne seka. V dokazu smo torej delali s to¢kama U in V, ki dejansko ne

obstajata.

Slika 7: Prava skica k psevdariji 5
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Racunanje z neznankami

PSEVDARIJA 6: 1=0

Enacbo premice p zapiSemo v obliki:

vvvvv

Enacbo preoblikujemo:

bx+ay=ab
b a ab
—_— = —
X Xy
Vstavimo x=a:
—+1= b
y y
Iz tega pa dobimo:
1=0

Napaka se pojavi v koraku, ko vstavimo x=a. Vemo, da velja, da je funkcijska vrednost v a

b
enaka 0 (y=0), torej ulomek — od tega koraka dalje ne obstaja.
y

17



PSEVDARIJA 7: 1=0

Predpostavimo:

a=b
Odstejemo b na obeh straneh:
a-b=b-b
Delimo z izrazom a-b:
a-b_b-b
a-b a-b

Ker imamo na levo strani v Stevcu in imenovalcu isti Stevili, na desni pa v Stevcu odstejemo

Stevilo od samega sebe, dobimo: 1=0.

Napaka se pojavi pri deljenju z izrazom a-b. Kljub temu, da sta oznaki razli¢ni, smo na samem
zaCetku predpostavili a=b, torej deljenje z a-b pomeni deljenje z 0. Dobljeni ulomki ne
obstajajo. Ce bi ta korak presko¢ili, bi dobili enatbo a-b=b-b in z upodtevanjem zaéetne

trditve a=b bi to pomenilo 0=0, kar pa je pravilen rezultat.
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PSEVDARIJA 8: 4=5
Izberimo Stevila a=4, b=5 in c=1.

Torej velja:

c=b-a

Pomnozimo z b-a:

c(b-a)=(b-a)
IzraCunamo kvadrat razlike in uporabimo distributivnostni zakon:

cb-ca=b’-2ab+a’
Odstejemo a*:

cb-ca-a°=b*-2ab
PriStejemo ab:

ab+cb-ca-a’=b*-ab

Odstejemo cb:

ab-ca-a*=b*-cb-ab

Izpostavimo a oz. b:
a(b-c-a)=b(b-c-a)
Delimo z b-c-a in dobimo:
a=b
Torej:

4=5

Tudi tukaj se pojavi napaka pri deljenju z 0. Kljub temu, da poznamo vrednosti Stevil g, b, cin
kljub temu, da so vsa Stevila razlicna od 0, moramo biti pozorni, saj smo delili z b-c-a = 5-1-
4=0. Do podobnih rezultatov bi prisli pri racunanju s katerimi koli tremi Stevili a, b in c, ki jih
lahko kombiniramo tako, da je b-c-a= 0, npr: a=3, b=2, c=-1 ali a=-2, b=6, c=8 itd. Ze prva
vrstica nas opozori na to napako, torej napacne rezultate bodo dala Stevila, za katera velja

c=b-a.
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PSEVDARIJA 9: V2 =0

Imejmo izraz y= \/a+ Jb - \/a— Jb , pri ¢emer so vsi koreni pozitivna Stevila.

Ce izraz kvadriramo dobimo:

y’=a +\/B—2(\/a+\/6)(\/a—\/5)+a—\/5

y2=a+\/5—2(\/(a+\/5)(a—\/5))+a—\/5
y=a++Jb-2Ja?-b +a-+b
y? =2a-2vJa’-b

In konéno:

y’=2(a—+a* -h)

Recimo, da je b=2a-1, potem je

a’-b=a’-2a+1=(a-1°

y*=2fa—y(@-1*]=2[a-(a-1]=2
Podobno, ¢e je b=4(a-1), potem je

a’—b=a’-4a+4=(a-2)°*

y? =2a—(a-2)’]=2a—(a-2)] = 4.

Dejansko je y odvisen od a in b, zato bi lahko pisali y(a, b) = \/a ++b — \/a —+/b.zdajza b
vstavimo enkrat 2a-1, drugi¢ pa 4(a-1). V prvem primeru dobimo y(a,2a — 1) = V2, sajje

y?(a,2a — 1) = 2, v drugem primeru pa y(a,4(a — 1)) = 2, saj je y?(a,4(a — 1)) = 4.

20



Torej je y(a,Za—1)=\/y(a,4(a—1)). (Tako na desni kot na levi imamo 2).

Upostevamo, kaj je dejansko y(a,b) in dobimo:

Ja+m_Ja_m:JJa+m_Ja_m.

Vstavimo a=1 in dobimo v/2 = 0.

Napaka se pojavi v koraku, ko sklepamo, da je /(a—2)? =a—2. Ce v to enactbo vstavimo
a=1, vidimo, da je rezultat napacen: 1=—1. Od tega koraka dalje je enacba napacna, zato je

tudi konéna resitev napaéna. Pri enachi /(a—2)°> =a—2 namre¢ ni uposStevano pravilo

Vx? =|X|. Koren je vedno pozitiven, tudi €e 3tevilo x ni. Pravilna enacba bi v tem primeru

bila y/(a-2)* =[a—2].
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PSEVDARIJA 10:

a b 2
Najti Zelimo realni Stevili a in b tako, da bo veljalo: 3 :1_6 in 3 =1-—.
a

Ce Zelimo, da sta izraza definirana, mora veljati:

a,bz0
Ce izrazimo eno od neznank dobimo:
azg—gin b=9—@
b a
Izraza vstavimo v zgornji enacbi:
a 2
1<
9 T 4 18
a
a_, 2
9 9a-18
a
a_, 2a
9 9a-18
a_9a-18-2a
9 9a-18
a_ra-18
9 9a-18
a 9(7a-18)
9(a-2)
7a-18
a=
a-—2

8
. Iz tega dobimo kvadratno enacbo:

Postopek je enak pri b, kjer dobimo:b =

22



b(b-2)=7b-18

b>-9b+18=0
Oziroma za a:

a’*-9a+18=0.

Ko reSimo obe kvadratni enacbi, opazimo, da dobimo kombinaciji reSitev a=3 in b=6, oziroma
a=6 in b=3. Ce vstavimo a=3 in b=6 (oziroma a=6 in b=3) v zaletni enacbi pa dobimo:
3 2 1 2 6 2 2 1

—=1-——,torej — =—oziroma — =1——, s ¢cemer smo dokazali, daje — =—.

9 6 3 3 9 3 3 3

Napaka se pojavi v sklepu, da morata a in b biti razli¢na, kar pa ni nujno. Iz kvadratnih enacb
dobimo resitve a=3 in g=6 ter b=3 in b=6, torej imamo 4 mozne kombinacije, ki jih lahko
vstavimo v zadetno enacbo. Pri kombinacijah a=3 in b=6 oziroma a=6 in b=3, se pri koncni
reSitvi pojavijo teZzave, kot v naSem primeru. Pri kombinacijah a=3 in b=3 oziroma a=6 in b=6,
se tovrstne teZave ne pojavijo, saj je leva stran enaka desni. Napaka je torej v skriti

predpostavki, da sta a in b razli¢ni stevili.
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PSEVDARIJA 11: =3
ReSujemo enacbo:
2X=7m+3
PomnoZimo obe strani z izrazom (n—3):
2X(r—=3)=(r+3)(x—3)
27X —6X = 7> —9
9—-6X = 7% — 22X
PriStejemo x%:
x> —6X+9=x* -2+ 7"
Vidimo, da sta izraza na obeh straneh popolna kvadrata:
(x=3)* = (x-7)°
Torej:
X=3=X—-7x

n=3

Napaka se pojavi, ko preprosto sklepamo, da iz (x—3)? =(x—7)* sledi Xx—3=X—7. Pri

enatbi x’=y je potrebno upoitevati, da ima enacba dve reditvi: y in —y. Ce bi pri eni od

kvadratnih enaéb upostevali minus, bi dobili pravilni rezultat- zacetno enaébo X =

—X+3=X—7m, 2X=7+3).
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Druge psevdarije L. tipa

PSEVDARIJA 12: 1=2

Imejmo enacbo:

-1_1
1 -1
Enacbo korenimo na obeh straneh:
-1_/1
1 -1
Zapisemo drugace:
V1o
J14-1
To je:
i1
1 i
‘. 1. .
Pomnozimo z E in dobimo:
11
2 2
. 3
Pristejemo 2— na obeh straneh:
i
i 3 1 3
PRI sy
2 21 21 2
Pomnozimo z i
N .1 3
(—+—)=1(—+—
(2 2i) (2i 2i)

Uporabimo distributivnostni zakon:
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Imaginarne enote se okraj$ajo, velja tudi *=-1:

-1 3 1 3
— =4 —
2 2 2 2

Konéno dobimo: 1=2.

Napaka se pojavi Ze v 2. in 3. koraku, saj negativna Stevila sicer imajo korenske vrednosti,

vendar pri njih ne veljajo enaka pravila kot, ¢e so pod korenom pozitivna Stevila. Pri
pozitivnih Stevilih na primer velja vab = Javb ; a,b>0, pri negativnih Stevilih pa ne moremo

trditi enako, na primer: /(-1)(-12) =1=1, vendar JED V(D =1-1=-1. TakSna napaka

tudi privede do nesmiselnega rezultata na koncu.
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PSEVDARIJA 13: Vsi ljudje so enako stari

Z metodo popolne indukcije Zelimo dokazati, da so vsi ljudje enako stari v vsaki skupini n

ljudi.

1. Preverimo ali trditev velja za n=1. Pri skupini z enim samim ¢lovekom to seveda velja.
2. Predpostavimo, da trditev velja za n=k ljudi, pri ¢emer je k iz mnoZice naravnih Stevil.
Dokazimo, da trditev velja za n=k+1 ljudi:
Naj bo A mnoZica k+1 ljudi, x in y pa sta elementa mnoZice A. Trditev bo veljala, ¢e
bosta x in y enako stara. Oglejmo si vse ljudi v mnoZici A, razen x. MnoZica A brez
elementa x ima k elementov, torej so po predpostavki vsi enako stari. Zdaj si oglejmo
vse elemente mnozice A, brez y. Tudi mnoZica A brez y ima k ljudi, ki so po

predpostavki enako stari. Potem pa so vsi ljudje v skupini enako stari.

Napaka se pojavi pri prehodu z n= 1 na n=2, kjer sklepi iz 2. to¢ke zgoraj ne veljajo. Ce imamo
par ljudi: x in y in enega od njiju izlo¢imo, so v preostanku vsi enako stari, saj je v preostanku

en sam Clovek. Vendar pa to Se ne pomeni, da sta x in y enako stara.
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PSEVDARIJA 14: Neskoncne vrste
(a) 1=0.
Imamo vrsto:
S=1-1+1-1+1-1+1-1+...
Ce sestavimo pare:
S=(1-1)+(1-1)+(1-1)+....=0+0+0+....=0
Ce sestavimo pare na drugacen nacin:
S=1+1-1) H1-1) —(1-1) -...=1-0-0-0-...=1
Dokazali smo torej:

1=0

(b) —1 je pozitivno Stevilo
Imamo vrsto:
S5=1+2+4+8+16+32+....
Vidimo, da je vsota S pozitivna. Ce obe strani pomnozimo z 2, dobimo:
25=2+4+16+32+....
Pri tej vsoti so vsi €leni, razen prvega, enaki kot pri prvotni, torej:

25=5-1
S=-1

Ampak na zaéetku vidimo, da je vsota S pozitivno Stevilo, torej je —1 pozitivno Stevilo.
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(c) 0 je pozitivno stevilo (vecje od 0)

Imamo vrsti:

Drugo pomnoZzimo z 2:

2S, =1+1+1+£+....
2 3 4

Dobili smo vsoto prve in druge vrste:
2S, =S, +5S,
0=S,-S,

Vendar, Ce ti dve vrsti odStejemo:

i, 1 1. 1 1 11
31—32=(1—5)+(§—2)+(g—g)+(?—§)+----

Vidimo, da je razlika v vsakem oklepaju pozitivna, saj vedno od vecjega odStevamo manjse

Stevilo, torej je tudi vsota pozitivna. S;-S, je pozitivno Stevilo, torej je 0 pozitivno Stevilo (0 je

vecje od 0).

Pri prvi vrsti je tezava v tem, da ¢lene zdruzujemo na razli¢ne nacine. Kljub temu, da vrsta ni

konvergentna in njena vsota sploh ne obstaja, pa niti pri konvergentnih vrstah ne smemo

poljubno zdruZevati ¢lenov. Vsota konvergentne vrste je limita zaporedja delnih vsot. Delne

vsote pa se$tevamo od prvega do n-tega $tevila. Ce bi ¢lene zdruzevali in sestevali drugace,

vsota ne bi bila nujno ista.

Pri ostalih treh vrstah je napaka podobna. Vemo, da je vrsto lahko izraéunamo, ko je

konvergentna, to se zgodi, ko je konvergentno njeno zaporedje delnih vsot. Pri vseh treh

vrstah opazimo, da niso konvergentne. Ostale tri vrste pa gredo proti neskoncnosti. Teh vrst,

torej, sploh ne moremo izracunati.

Podrobneje si lahko ogledamo drugo vrsto:
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S=1+2+4+8+16+32+....
Vrsta lahko postane konvergentna, ¢e vsem ¢lenom priredimo obratne vrednosti:

S, =1+1+£+%+....

Zdaj lahko uporabimo isti postopek reSevanja, kot prej. Vrsto pomnozimo z 2:

2S, :2+1+1+1+....
2 4

Ponovno opazimo, da so vsi ¢leni, razen prvega enaki prvotni vrsti.
2S5, =2+5S,;

Iz te enacbe dobimo S;=2, kar je pravilna resitev.
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PSEVDARIJE II. TIPA

PSEVDARIJA 1: Kvadratna enacba
Resujemo enacbo:
(x+3)(2-x)=4
Sklepamo podobno kot pri reSevanju enacbe (x+3)(2-x)=0, torej:

x+3=4 ali

2-x=4
Dobimo resitvi:

X1=1

X2=-2

Opazimo, da sta resitvi kljub napa¢nemu postopku pravilni.

Ugotovimo kdaj se to zgodi. Poskusimo (pravilno) resiti enacbo (x-a)(b-x)=c :

-X*+bx+ax-ab=c
-x*+(b+a)x-ab-c=0
X*-(b-a)x+ab+c=0
XC+(a+b)x+ab+c=0

Vemo:

a+b=x:+x, (vsota reSitev enacbe) in ab+c=x1x, (produkt resitev enacbe)
Ce re$ujemo enacébo po drugem- napaénem nacinu, pa o reditvah izvemo naslednje:
(x-a)(b-x)=c

X-a=c b-x=c

X1=C+a_Xp=b-c
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Zanima nas kdaj bosta nasi (po napacni poti dobljeni) resitvi sovpadali s pravimi resitvami. To
se bo zgodilo, ko bo a+b=x;+x, in ko bo ab+c=x1x,. Zdaj lahko reSimo sistem enacb. Ce

pogledamo enacbo ab+c=x;x,, lahko vanjo vstavimo x;=c+a in x,=b-c:
ab+c=(c+a)(b-c)
ab+c=cb-c’+ab-ac
c-ch+c*+ac=0
c(c-b+a+1)=0

Od tod dobimo dve resitvi za c. Prva resitev je c=0. V tem primeru po nasem postopku

dobimo pravi resitvi. Druga moznost pa je:

c-b+a+1=0

c=b-a-1

Torej bomo z napacnim postopkom dobili pravilni reSitvi tudi, ko je c=b-a-1. V nasem

uvodnem primeru smo imeli a=-3, b=2, c=4 in v tem primeru res velja b-g-1 =4 =c.
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PSEVDARIJA 2: Poiskati najvecji kot v trikotniku s stranicami dolgimi 4, 7

in 9

Oznacimo iskani kot z o.. V trikotniku nastavimo sinus kota o, kot razmerje med stranico

dolgo 9, in stranico dolgo 7:
. 9
Sina = 7z1,2857

Vrednost razdelimo:
1=sin90°
0,2857 =sin16°36'
Ce oba kota sestejemo, dobimo: 90° +16°36'=106°36'
1,2857 =sin106°36'

Dobili smo pravilni rezultat.

Pri izpeljavi je vse polno napak. Najprej opazimo, da trikotnik ni pravokotni, zato sinus kota ni
preprosto kvocient stranic. V naslednji vrstici sklepamo, da sin(a+b) = sin a + sin b, kar v
sploSnem tudi ne velja. Kljub temu dobimo pravilni rezultat. Seveda to ni mozno v vsakem

trikotniku, ampak samo pod posebnimi pogoji.

Naj bo TBC pravokotni trikotnik s pravim kotom pri oglis¢u C. NariSemo krog s sredis¢em v
tocki Bin polmerom |BT|+|BC|, ki seka krog s sredis¢em v Cin polmerom |CT|+|CB| v tocki

A. Pri takSnem trikotniku ABC (slika 8) lahko kot pri oglis¢u C poiS¢emo po zgornji metodi.

Naj bo |BC|=a, | TC|=b in | TB|=c. Potem velja:
|CA|=b+ain |AB|=c+a

c2—b=d’.

Po uporabljeni metodi dobimo:




Oznacdimo C-90'=0.

sin@ =

+a

Vemo, da C=90"+6, tore;j:

cosC =-sin@ =
+a

Po kosinusnem izreku pa dobimo:

a’+b’-c* a’+(b+a)’—(c+a)® b*-c’+a’+2ab-2ac 2ab-2ac b-c

cosC = = = )
2ab 2a(b+a) 2a(b+a) 2a(b+a) b+a

Po obeh postopkih na koncu dobimo enak rezultat.

Slika 8: Skica k psevdariji 2
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ZAKLJUCEK

Cilj moje naloge je bil ugotoviti pogoste napake, ki se lahko pojavijo v matematicnih tekstih
in opozoriti nanje. To mi je uspelo pri vseh primerih, navedenih v nalogi. Psevdarije se sicer
pojavljajo e na mnogih drugih, zahtevnejSih podrocjih, za katera bi potrebovala ve¢ znanja
matematike. Veliko vprasanj pri obravnavani temi tako Se ostaja odprtih za nadaljnje
preucevanje. Kljub temu sem se iz naloge veliko naucila, predvsem to, da je potrebna velika

previdnost, saj Ze manjSa napaka lahko privede do nesmiselnega rezultata.

Menim, da je obravnavana tema mnogim dijakom neznana. Med tistimi, ki so se s tovrstnimi
zmotami Ze srecali, pa jim je bliZje razvedrilna funkcija obravnavane teme, kot pa
izobrazevalna vloga. Napake, ki v obravnavanih primerih privedejo do nesmiselnega
rezultata, pa se velikokrat pojavljajo tudi pri reSevanju obicajnih Solskih primerov, zato

mislim, da bi moja raziskovalna naloga lahko bila koristna tudi pri rednem pouku.
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