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1. Povzetek

Najverjetneje ste se Ze kdaj vprasali, koliko je vsota nekih zaporednih naravnih Stevil. Seveda
si lahko pomagamo tudi s kalkulatorjem ali racunalnikom, vendar tovrstni pripomocki niso
vedno na voljo. Kako si torej pomagati in vsoto hitro in spretno izracunati? V raziskovalni
nalogi najprej pokazem, kako spretno seStejemo zaporedna naravna Stevila od 1 do nekega
izbranega Stevila. V nadaljevanju pa razis¢em, kako sesStejem poljubno Stevilo zaporednih
naravnih Stevil od nekega izbranega Stevila dalje. V raziskovalni nalogi sem poskusal najti
najlazji nacin za seStevanje poljubnih zaporednih naravnih Stevil.



2. Uvod

Naravna Stevila so Stevila, s katerimi preStevamo. MnoZico naravnih Stevil zapiSemo
N ={1,2,3,...}. Vsako naravno Stevilo ima naslednika, za 1 vecje $tevilo. Vsako naravno
Stevilo, razen Stevila 0, ima predhodnika, ki je za 1 manjse Stevilo.

Poznamo liha in soda naravna Stevila. Zaporedje sodih naravnih stevil zapisemo 2, 4, 6, 8, ... .
Poglejmo, kako zapiSemo poljubno sodo naravno stevilo v zaporedju. V ta namen nariSemo
zaporedje:

Slika 1

Clen 1 5
Clen 2 Clen 3

Z vsakim ¢lenom prikaZzemo eno $tevilo v zaporedju sodih $tevil. Stevilo kvadratkov vsakega
¢lena lahko zapiSemo:

1-2=2 (enavrstica zdvema kvadratkoma)
2 -2 =4 (dve vrstici s po dvema kvadratkoma)

3 -2 =6 (tri vrstice s po dvema podatkoma)

n -2 je stevilo kvadratkov na n-ti sliki, kjer je n vrstic s po dvema kvadratkoma.

Tako je npr. sedemintrideseto Stevilo v zaporedju sodih Stevil 37 - 2 = 74.

Poglejmo, kako zapiSemo poljubno naravno Stevilo v zaporedju lihih naravnih Stevil. V ta
namen nariSemo zaporedje:

r I Slika 2
Clen1 Clen 2 Y
Clen3

Clen 4
Z vsakim ¢lenom prikazemo eno liho Stevilo v zaporedju. Zanima nas, kako zapiSemo
poljubno liho $tevilo v zaporedju. Stevilo kvadratkov v posameznih €lenih lahko zapisemo:



1=1
2+2—-1=3 (Vstolpcu 2 kvadratka, v vrstici dva kvadratka, vogalnega Stejemo dvakrat)
3+3-1=5 (Vstolpcu 3 kvadratki, v vrstici 3 kvadratki, vogalnega Stejemo dvakrat)

4+4-1=7 (Vstolpcu so 4 kvadratki, v vrstici so 4 kvadratki, vogalnega Stejemo dvakrat)

n+n-1=2n-1 (vstolpcu je n kvadratkov, v vrstici je n kvadratkov, vogalnega Stejemo
dvakrat)

Z 2n — 1 zapiSemo poljubno naravno Stevilo v zaporedju lihih naravnih Stevil. Tako je
sedemintrideseto liho Stevilo v zaporedju 2 - 37 -1 =73.

V zaporedju naravnih Stevil se izmenjujejo liha in soda naravna Stevila. Ko seStevamo
zaporedna naravna $tevila, dobimo vsote dveh, treh, $tirih... naravnih $tevil. Ce zapisemo
vsoto dveh zaporednih naravnih Stevil, je to vsota lihega in sodega Stevila. Recimo, da je
manjse Stevilo sodo, torej 2n, naslednik je torej liho, 2n + 1. Tako je

2n +2n+ 1 =4n + 1, ker je 4n sodo Stevilo, je 4n + 1 liho Stevilo. Pokazali smo, da je vsota
sodega in lihega zaporednega naravnega Stevila liho Stevilo.

Ce sestejemo tri zaporedna naravna Stevila, sta to lahko dve sodi in eno liho ali dve lihi in
eno sodo. V primeru dveh sodih in enega lihega je prvi ¢len sodo Stevilo:

2n+(2n+1)+(2n+2)=6n+3=3-(2n+1).

Vsota dveh sodih in enega lihega Stevila je tako liho Stevilo, saj jo zapiSemo s produktom
Stevila 3 (liho Stevilo) in lihega Stevila 2n + 1. Produkt dveh lihih Stevil je vedno liho Stevilo.

V primeru dveh lihih Stevil in sodega Stevila je prvi ¢len liho Stevilo:
2n+1+(2n+2)+(2n+3)=6n+6=3-(2n + 2).

Vsoto lahko zapiSemo s produktom lihega Stevila (3) in sodega Stevila 2n + 2, saj je 2n sodo
Stevilo. Produkt sodega in lihega Stevila je vedno sodo Stevilo.

V primeru vsote Stirih zaporednih naravnih Stevil bo vsota vedno soda, saj je vsota dveh lihih
Stevil vedno sodo Stevilo, vsota sodih Stevil pa je tudi sodo Stevilo. Podobno sklepamo za
poljubno stevilo ¢lenov vsote.

Za vsoto zaporednih naravnih stevil lahko napovemo ali bo liho ali sodo Stevilo.



3. Vsota prvih n zaporednih naravnih stevil

Iz anekdote Zivljenja matematika C. F. Gaussa (1777 — 1855) izvemo, kako je spretno
izracunal vsoto prvih sto naravnih Stevil. To nalogo mu je dal uditelj, ker Gauss ni bil ravno
umirjen pri pouku. Uditelj je je pricakoval dolgotrajno racunanje (saj racunal Se niso poznali,
vsaj takih ne, kot jih danes). Gauss je v zelo kratkem ¢asu povedal pravilno vsoto. Poglejmo,
kako je racunal:

1+100=101
2+99=101
3+98=101
4+97=101

Dobimo petdeset vsot 101, zato je 50 - 101 = 5050.

Postopek seveda lahko uporabimo za poljubno Stevilo prvih zaporednih naravnih stevil. V
nadaljevanju racunajmo vsote tako, da zanemo z enim, oziroma z dvema ¢lenoma vsote.
Izracunamo lahko, da je:

1=1
1+2=3
1+2+3=6

1+2+3+4=10
1+2+3+4+5=15
1+2+3+4+5+6=21
1+2+3+4+5+6+7=28

Kako pa bi izrac¢unali vsoto n poljubnih zaporednih naravnih stevil?

1+2+3+4+5+..+n-1+n="7?

Pomagamo si lahko s sliko (slika 3). NariSimo sliko vsote prvih Stirih naravnih Stevil, n = 4.

Vsota prvih Stirih naravnih Stevil je 10, torej je na sliki 10 kvadratkov. NariSimo pravokotnik z
dolzino n+1,vnasem primeru 4+ 1=>5inSirino n, vnaSem primeru 4 (slika 3).

Slika 3

n+1



Pravokotnik sem razdelil z rdeco ¢rto (moc¢no poudarjena) na dva enaka dela (z enakim
Stevilom kvadratkov). Vsak izmed delov prikazuje vsoto prvih Stirih naravnih Stevil 1 +2 + 3 +

4 = 10. Ker je ploscina lika (v kvadratkih) enaka produktu dolZine in Sirine, zapiSemo Stevilo
4-(4+1) 10

vseh kvadratkov 4-(4+ 1) = 20. V polovici pravokotnika pa je zato

kvadratkov.

Ker je n lahko katerokoli naravno Stevilo, lahko zapiSemo naslednjo formulo:

_n(n+1)
T2

1+2+3+...+n

Preverimo, ali formula velja za n = 100 (vsota, ki jo je racunal Gauss):

100 - (100+1)

> =50-101 = 5050

Ugotovil sem, da se vrednosti, dobljeni s seStevanjem in uporabo formule, ujemata, saj je
dobljena vrednost obakrat enaka.

Poskusil bom Se z drugim zaporedjem naravnih Stevil, tokrat do Stevila 15:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15=120

15 - (15+1)

=120
2

Sedaj pa preverimo ali formula velja za zaporedje naravnih Stevil, ki se ne zacne z 1, na
primer za Stiri naslednja zaporedna naravna Stevila:

5+46+7+8=26

Zdaj pa uporabimo formulo:

5+6+7+8=8'(§+1): 89_72_ 3¢

Ugotovil sem, da formula v tem primeru ne velja.
Sklepam, da vsoto zaporednih naravnih Stevil, ki se ne za¢ne s Stevilom 1, izraunamo
drugace.



4. Vsota zaporednih naravnih stevil, ko se zaporedje ne zacnhe z 1

Na nekaj krajsih in nekaj daljsih primerih bom poskusal dolociti formulo, ki velja za vsoto
zaporedij, ki se ne za¢nejo z 1.

2+3+4+5=14

10+11+12 =33

20+21+22=63

13+14+15+16+17+18+19+20=132

1000 + 1001 + 1002 + 1003 + 1004 + 1005 = 5015

123 +124+125+126 +127 + 128 + 129 + 130 = 1012

2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15=119

2+3+4+5+6+8+9=37

30+31+32+33+34+35+36=231
Na prvi pogled ni nobene povezave. RaCunamo vsoto zaporednih naravnih Stevil od
izbranega Stevila do drugega izbranega Stevila. S tem poznamo tudi koliko Stevil v zaporedju
seStevamo. ldeja resitve je morda v tem, da npr. za vsoto Stevil 2 + 3 + 4 + 5 izra¢unam vsoto
prvih petih naravnih Stevil in od nje odstejem Stevilo 1 (ker se vsota zacne s Stevilom 2).
Vsota prvih petih naravnih Stevil je 15 in 15 — 1 = 14, kar je vsota Stevil 2 +3 + 4 + 5.
Oznacimo prvo Stevilo v vsoti s spremenljivko z, zadnjo Stevilo v vsoti pa s spremenljivko n.
Recimo, da je Stevilo z =9 in Stevilo n =13. Zanima nas, kak$na je vsota Stevil z do n, torej
od vkljuéno Stevila 9 do vklju¢no Stevila 13, kar je 5 Stevil.

9+10+11+12+13="

Vsoto teh stevil lahko zapiSemo tudi drugace:

(13+9)=n+2z=22
(12+10)=(n—-1)+(z+1)=n+2z=22
11=11



Vsota jetako 22 +22+11=55ali2(n +2z)+(n+2):2.

Imamo torej 2 cela para, katerih vsota je 22, in eno Stevilo, katerega vrednost je % od vsote
parov (povprecna vrednost prvega in zadnjega Stevila v vsoti). Vseh Stevil v zaporedju je 5,

. 5 < . oy
torej imamo - parov. Stevilo parov lahko zapiSemo
_(n-2)+1_(13-9+1_5

2225
2 2 2

m

Vsoto izraCunamo kot produkt vsote prvega in zadnjega Stevila v paru in Stevila m.

(13 +9) - $=22-§=22-2,5=55
Zdaj pa formula:
(n-2)+1

(h+2z)- >

Zdi se, da je formula prava. Hitro preverimo za sodo Stevilo naravnih Stevil vvsoti 2 +3 + 4 +
(n-z)+1 _ (5-2)+1 _ 2

5. Vsota je 14. Ce uporabimo zapisano formulojez=2,n=5inm = .

Vsoto izracunam (2 + 5)-2 = 14.

Lahko pa racunamo tudi tako:

Predpostavimo, da je Stevilo z = 9 in Stevilo n = 13. Izradunamo vsoto prvi n Stevil, kar zZe
znamo in odsStejemo vsoto prvih z—1 Stevil (vsoto Stevil od 1 do 8):

13-(13+1) 8+(8+1)
2 2
Za poljubna Stevila zapiSemo

=91-36= 55

n(n+l1) (z-1)z
2 2
Stevilom v zaporedju ¢lenov vsote. Potem zapiSemo n = k + z. Tako je

_(k+2)(k+z+1) (z-1D-z 1

= 2 2 T2
1 1

= (k2 + 27k + 22 4+ 1) = 5+ (k(k + 22) + (k + 22)) =

=, kjer naj bo k =n — z, razlika med najvecjim in najmanjsim

(k> +zk+zk+k+z°+z—22+2) =

=%(k +22)(k+ 1)

Zan=13,z=9jek=13—9=4.Takojevsota%-(4+2-9)(4+1) = 55.



Pa zapiSimo vsoto zaporednih naravnih Stevil Se tako:

9+10+11+12+13=9+4+(9+1)+(9+2)+(9+3)+(9+4)=59+(1+2+3+4)=

NENCIEY)

=45 =45+10=55

Vsak naslednji ¢len v vsoti je od predhodnega vedji za 1. Zato lahko zapiSemo vsoto
zaporednih naravnih Stevil kot vsoto produkta prvega Stevila in Stevila ¢lenov z vsoto
zaporednih naravnih $tevil od 1 do $tevila, ki je za ena manjse od Stevila ¢lenov. Ce je z = 9,
n =13, je m =5, kjer je m Stevilo ¢lenov v vsoti. Formula, ki jo zapiSemo je

(m-1)m

m-z+
2

Ce bi izbrali vsoto naravnih $tevil od 123 do 130, je z = 123, m = 130 — 123 + 1 = 8. Tako je

vsota po tej formuli 123 - 8 + @ = 1012.

Vsoto zaporednih naravnih Stevil lahko izratunamo na razliéne nacine, odvisno od nacina
razmisljanja.

In morda Se kako bi izra¢unali vsoto nekaj zaporednih sodih (lihih) Stevil — ¢e bi nasel kako
pravilo

5. Vsota prvih n zaporednih sodih in lihih Stevil

Soda stevila

Poljubno n-to sodo Stevilo v zaporedju naravnih Stevil zapiSemo 2n. Vsota prvih petih
naravnih sodih Stevil je 2 + 4 + 6 + 8 + 10 = 30. Vsako sodo Stevilo je veckratnik Stevila 2, zato
lahko v vsoti izpostavimo Stevilo 2:

2+4+6+8+10=2-(1+2+3+4+5)=2-15=30.

Opazimo, da je v oklepaju zapisana vsota prvih n naravnih Stevil, ¢e je n v tem primeru

Stevilo ¢lenov vsote sodih Stevil. Zato lahko zapisemo formulo
] n(n+1)

2 . =nn+1).

Vsoto prvih n sodih naravnih Stevil izraGunamo torej s formulo n(n + 1), kjer je n Stevilo

¢lenov vsote.

Liha stevila

Premislimo, kako bi izracunali vsoto zaporednih prvih nekaj lihih Stevil. Poglejmo primer
vsote 1+3+5+7+9+ 11, v kateri je Sest lihih zaporednih Stevil. Seveda lahko izradunamo z
delnim sestevanjem in dobimo vsoto 36. Kaj pa, ¢e je v vsoti veliko ¢élenov?

Moja ideja je, da od vsote vseh prvih naravnih Stevil do Stevila 11 odStejem vsoto vseh sodih
Stevil do stevila 11. Razlika je seveda vsota vseh lihih Stevil:
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11:(11+1)

(1+2+3+..+411)-(2+4+6+8+10)= —5-6=66—30=36.

V zaporedju prvih enajst naravnih Stevila je pet sodih Stevil, zato je vsota sodih Stevil
5-6 = 30.

Naj bo sedaj n najviSje liho Stevilo, do katerega Zelimo seSteti vsa liha Stevila. Med prvimi n
lihimi Stevili je nT_l sodih Stevil. Tako zapisemo razliko vseh naravnih Stevil do vklju¢no Stevila

n in vseh sodih stevil do Stevila n:

n(n2+1)_(n;1)(n;1+1)zn(n2+1)_(n;1><n;—1>:

n+1( n—1> n+1 (Zn n—1) n+1 2n—n+1

2 2 2 \2 2 2 2

n+ln+l (m+1)°
2 2 4

2
Vsoto vseh prvih lihih Stevil do lihega Stevila nizratunamo s formulo M.

6. Ugotovitve

V raziskovalni nalogi sem ugotovil in pokazal, da lahko vsoto prvih nekaj zaporednih naravnih

n(n+1)

Stevil izra¢unam s formulo . Tako ni potrebno seStevanje posameznih delnih vsot. Prav

tako sem ugotovil, da lahko vsoto zaporednih naravnih Stevil, ki se ne za¢ne s Stevilom 1,
izratunamo spretno. Glede na to, katera zacetna Stevila izberemo, lahko vsoto izraCunamo
na razliéne nacine. Tudi vsoto zaporednih lihih in sodih zaporednih naravnih Stevil lahko
spretno izracunamo.

Mislim, da sem z raziskavo pokazal kar nekaj spretnih poti racunanja, kar mi bo morda
pomagalo tudi pri pouku matematike.
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