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1. POVZETEK

Ste ze kdaj slisali o Napoleonovih trikotnikih? Jaz tudi ne, pravzaprav sem pri matemati¢ni
delavnici. Zato sem se odlo¢ila, da v raziskovalni nalogi predstavim, za katere trikotnike gre.
Pred tem pokazem, katere like dobim, ¢e pravilnim veCkotnikom nad Stranicami naértam
pravilne vec¢kotnike in povezem njihova srediS¢a ocrtanih kroznic v nov lik. Enak postopek
nato opravim nad stranicami poljubnega trikotnika, kjer najprej nacrtam enakostrani¢ne
trikotnike, nato pa poskuSam s poljubnimi trikotniki. Pravzaprav popolnoma poljubni niso, ¢e

zelimo nacrtati Napoleonov trikotnik.
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2. UVOD

Najprej naj predstavim nekaj matemati¢nih pojmov in znanj, ki so potrebni za razumevanje
lastnosti Napoleonovih trikotnikov.

Pravilni veékotniki

Pravilni veckotniki so enakostrani¢ni liki s skladnimi vsemi notranjimi koti. Za poljuben
pravilni n-kotnik velja, da ima n stranic in n notranjih (zunanjih) kotov. Vsoto vseh notranjih

kotov izraCunamo s formulo (n — 2)-180°. Vsota zunanjih kotov je vedno 360°. Vsakemu

n-kotniku lahko izraunamo S$tevilo diagonal s formulo nn=3)

Vsakemu pravilnemu veckotniku lahko ocrtamo in v€rtamo kroznico. Sredis¢i obeh kroznic
sovpadata. Kot med polmeroma do dveh zaporednih oglis¢ veckotnika na oCrtani kroznici je

s s . 360°
srediS¢ni kot. Sredis¢ni kot izraCunamo s formulo ¢ = -

Poglejmo primere pravilnih veckotnikov.

a) Pravilni trikotnik (slika 1)

Slika 1

ZapiSimo nekaj lastnosti pravilnega (enakostrani¢nega) trikotnika.
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e Vse znamenite tocke trikotnika (viSinska tocka, tezisce, srediSce trikotniku ocrtanega
kroga in srediSc¢e trikotniku vertanega kroga) sovpadajo.

o Velikost vsakega notranjega kota je 60 °, vsota notranjih kotov skupaj pa 180 °.
e Visina trikotnika, simetrala kota in simetrala stranice leZijo na isti premici.
e Formula za obseg trikotnika je 0 = 3a

. . 2
e Formula za plos¢ino enakostrani¢nega trikotnika p = aT\/?
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b) Pravilni stirikotnik (slika 2)

Slika 2

ZapiSimo nekaj lastnosti pravilnega Stirikotnika (kvadrata):
e SrediSce ocrtane in vertane kroznice leZi na razpoloviS¢u diagonal.
e Zunanyji koti stirikotnika imajo enako velikost kakor notranji koti, 90°.

e Obseg kvadrata izratunamo s formulo 0 = 4a.

vy L . d?
o Ploi¢ino kvadrata izra¢unamo s formulo p = a? alip = Y

c) Pravilni petkotnik ( slika 3)

Slika 3

ZapiSimo nekaj lastnosti pravilnega petkotnika:
e Ima 5 diagonal, ki med seboj niso vse skladne.
e Velikost notranjega kota je 108.
e Formula za obseg pravilnega petkotnika o = 5a.

e Je osno in sredi$¢no simetri¢en lik.
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¢) Pravilni Sestkotnik (slika 4)

/V

X

VA Slika 4

ZapiSimo nekaj lastnosti pravilnega Sestkotnika:
e Veckotnik ima 9 diagonal.
e Velikost notranjega kota je 120.
e Je osno in sredis¢no simetricen lik.
e Obseg pravilnega Sestkotnika izra¢unamo s formulo 0 = 6a.

a’y3 _ 3a%y3
4 2

e Ploscina pravilnega Sestkotnika z dolZino stranice (1 je p = 6 -

Vsak pravilni veckotnik (n-kotnik) ima naslednje lastnosti:

- Skladne vse stranice.

- Skladne vse notranje kote in skladne vse zunanje kote.

- Lahko mu o¢rtamo in vértamo kroznico. SrediS¢i ortane in vértane kroznice
sovpadata.

- Je osno in sredi$¢no simetric¢en lik.

: : o -2)-180°
- Velikost notranjega kota izracunamo s formulo (n=2)180°

. oy S 360°
- Velikost srediS¢nega kota izracunamo s formulo —

X . . . w n(n-3
- Stevilo vseh diagonal izracunamo s formulo %
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Tetivni Stirikotnik

Tetivni $tirikotnik je Stirikotnik z oglis¢i na kroznici, torej ima ocrtano kroznico (slika 5).

Slika 5

Stranice $tirikotnika so tetive. Vsota nasprotnih kotov v tetivnem Stirikotniku je vedno 180°.

Kot BSD (sredis¢ni kot) nad daljico BD je dvakrat vecji od kota BAD (obodni kot) nad isto
daljico. Enako ugotovimo za kota DCB in DSB. Iz vsote 2a + 2y = 360° izraCunamo, da je
vsota o +y = 180°. Zato je tudi 6 + 3 = 180°.

3. PRAVILNI VECKOTNIKI NAD STRANICAMI PRAVILNIH
VECKOTNIKOV

V nadaljevanju nariSimo nad stranice pravilnih veckotnikov skladne pravilne veckotnike.

Vsakemu narisanemu veckotniku o¢rtamo kroznico. Sredisca kroznic povezemo v lik.

3.1 Pravilni trikotnik (enakostrani¢ni trikotnik)

Nad stranice enakostrani¢nega trikotnika ABC nariSemo skladne enakostrani¢ne trikotnike.
Ko povezemo sredis¢a ocrtanih kroznic, nastane enakostranicni trikotnik, skladen s

trikotnikom ABC (slika 6).
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Slika 6

3.2 Pravilni Stirikotnik (kvadrat)

Nad stranice kvadrata nariSemo skladne kvadrate. SrediS¢a kvadratom oc¢rtanih kroznic so
oglis¢a novega kvadrata (slika 7).

Slika 7

Dolzina stranice tako nacrtanega kvadrata je enaka dolzini diagonale prvotnega kvadrata.

Plos¢ina nacrtanega kvadrata je dvakratna ploS¢ina prvotnega kvadrata.
3.3 Pravilni Sestkotnik

Nad stranice pravilnega Sestkotnika nacrtamo skladne pravilne $estkotnike. Ko povezemo

sredi$¢a ocrtanih kroznic dobimo novi lik, pravilni Sestkotnik (slika 8).
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Slika 8

Dolzina stranice tako nacrtanega Sestkotnika je enaka premeru vértane kroznice prvotnega
Sestkotnika. Plos¢ina tako nacrtanega Sestkotnika je dvakrat vecja od plos¢ine prvotnega

Sestkotnika.

3.4 Pravilni osemkotnik

Nad stranice pravilnega osemkotnika nafrtamo skladne osemkotnike. SrediS¢a ocrtanih

kroznic teh osemkotnikov so ogliS¢a pravilnega osemkotnika (slika 9).

Slika 9
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Plos¢ina tako nacrtanega osemkotnika je sicer vec¢ja od plos¢ine prvotnega osemkotnika,
vendar manjSa od dvakratnika plos¢ine prvotnega osemkotnika. Skladni osemkotniki, ki jih

naértamo nad stranicami prvotnega osemkotnika se namre¢ prekrivajo.

Ugotovimo, da po opisanem postopku lahko nad stranicami pravilnega veckotnika vedno
na¢rtamo pravilni veCkotnik, ki ima za oglis¢a sredis¢a oCrtanih kroznic skladnih pravilnih

veckotnikov, nacrtanih nad stranicami prvotnega veckotnika.

4. ENAKOSTRANICNI TRIKOTNIKI NAD STRANICAMI

TRIKOTNIKA

V nadaljevanju nacrtujemo enakostrani¢ne trikotnike nad stranicami razli¢nih trikotnikov.
4.1 Enakostrani¢ni trikotnik

Nad stranicami enakostranicnega trikotnika ABC s stranico a nafrtamo enakostrani¢ne
trikotnike (slika 10). Ugotovimo, da so nacrtani trikotniki skladni s trikotnikom ABC, saj se
ujemajo v dolzinah treh stranic (skladnostni izrek). Vsakemu trikotniku nad stranicami

trikotnika ABC oc¢rtamo kroznico. Ugotovimo, da se kroznice sekajo v eni tocki S. Sredisca

T Slika 10

o¢rtanih kroznic T, T, T3 so oglis¢a trikotnika T1T,T3. Premislimo, za kateri trikotnik gre.

Tocke A, B, C, Ty, Ty, T3 leZijo na isti kroznici s srediS¢em v tocki S. Kar pomeni da so od

tocke S enako oddaljene. DolZzina daljice ST; je vsota tretjine viSine enakostranicnega
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trikotnika nad stranico AB in ene tretjine viSine trikotnika ABC. Enako ugotovimo za dolzino
daljice ST, in dolzino daljice STs. Daljice ST;, ST, in ST3 so skladne z doliino%viéine
enakostrani¢nega trikotnika s stranico a. Tako so trikotniki T1ST,, T,ST3 in TiST3

enakokraki in skladni s kotom pri vrhu 120°. Kar je dovolj, da lahko zatrdimo da je trikotnik

T1T,T3 enakostrani¢ni trikotnik.

4.2 Enakokraki pravokotni trikotnik

Nad krake in hipotenuzo enakokrakega pravokotnega trikotnika nac¢rtamo enakostrani¢ne
trikotnike (slika 11). Trikotnika nad katetama trikotnika ABC sta skladna. Trikotnikom nad
stranicami trikotnika ABC o¢rtamo kroznice. Oc¢rtane kroZnice se sekajo v tocki S. Sredisca
oc¢rtanih kroznic Ty, T, in T3 so oglis¢a trikotnika T;T,Ts. Trikotnik T,T,T3 je zagotovo
enakokraki, saj je premica AS simetrala hipotenuze BC (trikotnik BFC je enakostrani¢ni).
Trikotnika nad katetama sta skladna, zato zaradi ohranitve simetri¢nosti lahko trdimo da sta

skladni daljici T3T, in T3Ts.

Trikotnik SFC je pravokotni (premer kroga SF s sredis¢em v to¢ki T3 je hipotenuza), zato je
velikost kota FSC 60° (kot pri C je pravi, kot pri F je 30° saj je trikotnik CBF
enakostrani¢ni). Daljica T;T3 je pravokotna na daljico SC, zato je velikost kota ST3T; 30°.
Zaradi simetri¢nosti je velikost kota TiTsT, 60°. Ker je to kot pri vrhu enakokrakega

trikotnika T, T,Ts3, je trikotnik T, T, T3 enakostrani¢ni trikotnik.

Slika 11
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4.3 Enakokraki trikotnik

Nad kraka in osnovnico enakokrakega trikotnika ABC nacrtamo enakostrani¢ne trikotnike
(slika 12). Enakokraki trikotnik ABC je osno simetricen lik, zato sta trikotnika nad krakoma
skladna. Tocka T, je sredis¢e ocrtane kroznice trikotnika nad osnovnico ABC. Tocka T,

zaradi simetri¢nosti lezi na simetrali osnovnice trikotnika ABC. Oc¢rtane kroznice se sekajo v

tocki S.

Slika 12

Trikotnik EBS je pravokotni trikotnik, saj je stirikotnik EBSA tetivni $tirikotnik. Zato je vsota

nasprotnih kotov 180°. Ker je velikost kota BEA 60°, je velikost kota ASB 120°. Zaradi
simetri¢nosti sta kota z vthom v oglis¢u B in A skladna, torej z velikostjo 90°. Tako je
velikost kota ESB 60°. Zato je velikost kota T3T,S 30° (T, T3 je simetrala daljice SB). Zaradi
simetri¢nosti je velikost kota T3T,T;1 60°. Ker je T, vrh enakokrakega trikotnika T3T;T,, sta

tudi kota ob osnovnicah tega trikotnika velika 60°. Trikotnik T;T,T; je enakostrani¢ni
trikotnik.
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4.4 Raznostrani¢ni trikotnik

Nad stranice raznostrani¢nega trikotnika ABC nac¢rtamo enakostrani¢ne trikotnike (slika 13).
Tocke Ti1, To, T3 so srediSéa ocrtanih kroznic teh enakostrani¢nih trikotnikov. Trikotnik
T,T,T3 je enakostrani¢ni trikotnik. Tocka S je preseCis¢e enakostrani¢nim trikotnikom
oértanih kroznic. Stirikotnik AEBS je tetivni stirikotnik. Vsota nasprotnih kotov v tetivnem
stirikotniku je 180°. Ker je velikost kota BEA 60° (enakostrani¢ni trikotnik BAE), je velikost
nasprotnega kota ASB 120°.

Slika 13

V trikotniku T,MSN je velikost kotov z vrhom pri M in N 90°, saj je npr. tocka T, enako
oddaljena od krajis¢ daljice BS, zato lezi na simetrali daljice BS (tudi toc¢ka T3 zato lezi na
simetrali daljice BS). Tocka T, je hkrati enako oddaljena od krajis¢ daljice AS, zato lezi na
simetrali daljice AS. Vsaka simetrala daljice je na daljico pravokotna. Ker vemo, da je
velikost kota ASB 120°, preostane za kot MT,N velikost 60°. Enako sklepamo za kote z

vrhom v to¢kah Ty in Ts. Trikotnik T1T,T3 je enakostrani¢ni trikotnik.
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5. RAZNOSTRANICNI TRIKOTNIKI

Ce nad stranice poljubnega raznostrani¢nega trikotnika naértamo enakostrani¢ne trikotnike in
tem trikotnikom dolo¢imo sredi$¢a ocrtanih kroznic, je trikotnik, ki ima za oglis¢a sredisca

o¢rtanih kroznic, tudi enakostrani¢ni trikotnik. Ta trikotnik je Napoleonov trikotnik.

Bolj zahtevna naloga je, ¢e poljubnemu trikotniku nac¢rtamo nad stranice poljubne trikotnike
(slika 14). Nad stranicami trikotnika ABC so nacrtani raznostrani¢ni trikotniki. Zapisane so

tudi velikosti kotov z vrhom pri ogliS¢u, ki lezi nasproti stranice trikotnika ABC.

Slika 14

V naslednjem koraku dolo¢imo srediS¢a ocrtanih kroznic vsem trem trikotnikom, nacrtanim

nad stranicami trikotnika ABC (slika 15).

Slika 15

Tocke Ti, T, in T3 so srediséa ocrtanih kroznic. Hkrati so oglis¢a trikotnika T1T,T3. Na tem
konkretnem primeru opazimo, da je velikost vseh notranjih kotov v trikotniku T, T, T3 enaka

velikostim kotov v trikotnikih nad stranicami z vrhom v ogliS¢u nasproti stranic trikotnika
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ABC. Ce nad stranicami trikotnika ABC naértamo trikotnike, za katere vsota kotov, ki lezijo
nasproti stranic trikotnika ABC ni 180°, trikotnik T,T,T3 nima kotov z velikostmi z opisano
lastnostjo (slika 16), torej ni Napoleonov trikotnik. Vsota kotov v tem primeru je 60° + 70° +
65° = 195°. Vsota notranjih kotov v trikotniku T;T,T3 je seveda 53° + 66° + 61° = 180°. S
spreminjanjem velikosti kotov nad stranicami trikotnika ABC ugotovimo, da ima trikotnik
T1T,T3 enako velikost kotov kot so koti v trikotnikih nasproti stranic trikotnika ABC le v

primeru, ko je vsota teh kotov iztegnjeni kot. Samo v takem primeru, lahko nacrtamo
Napoleonov trikotnik.

Slika 16

Slika 17

Stirikotniki AEBS, BFCS in CDAS so tetivni §tirikotniki. Koti pri ogli§¢ih E, F in D naj bodo
€, @ In . Zaradi lazje predstave, so na sliki zapisane konkretne velikosti kotov. Ker je vsota
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nasprotnih kotov v tetivnem Stirikotniku 180°, so koti v omenjenih tetivnih Stirikotnikih z
vrhom v toc¢ki S: 180° — e, 180° — ¢, 180° — 8. Vsota teh kotov je 360°, kar pomeni, da je
180° — ¢ + 180° — ¢ + 180° — & = 360°. Lahko zapiSemo 540° + (¢ + ¢ + &) = 360°. Zato je
e+ ¢+ 6 =180°.

Sredisca trikotnikom ocrtanih kroznic so oglis¢a Napoleonovega trikotnika le takrat, kadar je

vsota notranjih kotov nasproti stranic prvotnega trikotnika enaka iztegnjenemu kotu.

6. ZAKLJUCEK

Kaj sem ugotovila in se naucila v raziskovalni nalogi?

Napoleonov trikotnik je trikotnik, ki ima za ogliS¢a sredis¢a ocrtanih kroznic trikotnikov, ki
jih nacrtamo nad stranicami izbranega trikotnika. Notranji koti Napoleonovega trikotnika so
skladni s tistimi koti trikotnikov nad stranicami, ki leZijo nasproti stranic prvotnega trikotnika.
To sem najprej pokazala na primerih enakostrani¢nega in enakokrakih trikotnikov. Ce nad
njihovimi stranicami nacrtamo enakostrani¢ne trikotnike, je Napoleonov trikotnik
enakostrani¢en. Kar sem ugotovila tudi v primeru, ¢e enakostrani¢ne trikotnike na¢rtamo nad
stranice raznostrani¢nega trikotnika. S pomocjo racunalniskega programa Geogebra sem
spreminjala trikotnike nad stranicami izbranega trikotnika in opazovala, pri katerih pogojih je
nastal Napoleonov trikotnik. Pred opazovanjem Napoleonovega trikotnika sem predstavila Se

nekaj lastnosti pravilnih veckotnikov.

Predstavljeni so tako imenovani zunanji Napoleonovi trikotniki. Zasledila sem namre¢ obstoj
notranjih Napoleonovih trikotnikov, ¢e trikotnike nad stranicami izbranega trikotnika

nacrtujemo navznoter. S temi primeri se nisem ukvarjala.

Po prebranem gradivu sem ugotovila, da Napoleon s temi trikotniki nima neke povezave,
Ceprav se je zanimal za znanost in je pravzaprav precej nejasno, kdaj in zakaj so predstavljene
trikotnike poimenovali Napoleonovi trikotniki [3]. Za nadaljnje raziskovanje bi prav gotovo
bilo zanimivo pokazati povezavo med plos¢ino nacrtanih trikotnikov nad stranicami izbranega

trikotnika in Napoleonovim trikotnikom, za kar pa je potrebno $e kaj matemati¢nega znanja.
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Morda pa bi lahko natancneje raziskala lastnosti veckotnika, ki ima za ogliS¢a sredisca

ocrtanih kroznic n-kotnikov nad stranicami izbranega n-kotnika.

Predvsem sem z raziskovalno nalogo dobila izkusnje in vpogled v nekoliko ne-Solsko

matematiko.

7. VIRI
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